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Predgovor

Ovaj nastavni materijal namijenjen je studentima prve godine prijediplomskog stru¢nog
studija graditeljstva Tehnickog veleudilista u Zagrebu koji slusaju predmet Matematika 1.

Koncepcija zbirke je organizirana na sliCan nacin kao §to su sloZene vrijedne zbirke i
repetitorij drugih autora za tehni¢ke fakultete: B. Apsen ([1]), L. Caklovié ([2]), B.P. Demidovi&
([3]), V. Devide ([4], [5]), V.P. Minorski ([6]), M. Orli¢ i T. Perkov ([7]), S. Suljagi¢ ([8]).
Zbirka se sastoji od devet poglavlja koja prate tematske cjeline izvedbenog nastavnog programa
tog predmeta: realni brojevi, matri¢ni racun, vektori, analiticka geometrija, polarni koordinatni
sustav i kompleksni brojevi, nizovi i redovi, limes funkcije, derivacija funkcije, tok funkcije.
Osim rijeSenih zadataka i zadataka za vjeZbanje, radi boljeg razumijevanja obradenog gradiva u
zbirci su navedene definicije, teoremi i svojstva. Na kraju zbirke nalaze se dva priloga, formule
i primjeri pismenih ispitnih rokova te kolokvija s rjeSenjima.

Posebnu zahvalnost dugujemo recenzentima prof.dr.sc. Predragu Vukovicu i izv.prof.dr.sc.
Tinu Perkovu na uloZenom trudu. Njihovi savjeti i prijedlozi znatno su doprinijeli kvaliteti
teksta. Unaprijed zahvaljujemo svima koji nas obavijeste o bilo kojoj uocenoj pogresci ili nekom

drugom propustu.

Autori
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Poglavlje

Realni brojevi

[ Jednadzbe i nejednadzbe [ Binomni poucak

1.1 Jednadzbe i nejednadzbe

r+1

Primjer 1.1 RijeSite nejednadZbu 1 > 1.

RjeSenje Prisjetimo se, rijesiti nejednadZbu znaci pronaci sve realne brojeve x za koje vrijedi
dana nejednakost. Zadana nejednadzba ekvivalentna je nejednadZbi:

2z 41

z+1

—1>0,

to jest
204+1—x—1

z+1
T

rz+1

>0

>0

Problem se sveo na pronalaZenje vrijednosti x € R za koje ¢e razlomak biti pozitivan.
Jedan od nacina rjesavanja ove nejednadibe je mnoZenje s kvadratom nazivnika (buduci da ne
znamo kakav je predznak nazivnika te mijenja li se znak nejednakosti) uz uvjet da je nazivnik

razlicit od 0.
T

0 /(x+nﬁ (z # 1)

z-(z4+1)>0=2+2>0

Sada je problem ekvivalentan pronalaZenju intervala realnih brojeva x za koje su vrijednosti
kvadratne funkcije pozitivne. Odredimo nultocke ove kvadratne funkcije, skicirajmo graf i

odredimo intervale za koje vrijedi x*> + x > 0.

Konacno rjesenje je x € (—oo, —1) U (0, 00).



1.1 JednadZbe i nejednadzbe

Definicija 1.1. Apsolutna vrijednost

Realnu funkciju f : R — R zadanu pravilom

x, x>0
|| =
-z, <0

nazivamo apsolutna vrijednost realnog broja.

Primjer 1.2 RijeSite jednadzbu |z + 7| — |z — 2| = 5.

RjeSenje Prema definiciji apsolutne vrijednosti imamo:

x+ 7, z2a2x+720= x> -7
|z + 7| =
—rx—-—T,arx+7T<0=2< -7

-2 = r—2,zarx—2>20=x>2
—rx+2,ax—-2<0=1x<2
stoga promatramo 4 slucaja:
l.x>—-Tix>21y. x€[2,00)
r+T7—(r—2)=5=9=5
Sto je netocno te jednadZba nema rjesenja u ovom intervalu.
2oxz—Tiz <2y xe[-T7,2)
r4+7—(—2r+2)=5=2x=0
3. x < =T7izx = 2 uovom slucaju ne postoji interval u kojem bi traZili rjesenje
4. x<=Tix<2t. x € (c0,—T)
—r—T7T—(—z+2)=5=-9=5
Sto je opet netocno te jednadZba nema rjeSenja niti u ovom intervalu.
Konacno, jednadzba ima jedno rjesenje i to x = 0.

|—z + 2|

> 3.
x + B

Primjer 1.3 RijeSite nejednadzbu
Rjesenje Prema definiciji apsolutne vrijednosti imamo dva slucaja i dvije nejednadzbe:
—x4+2,za —x4+220—= 22> -2=—2x<2

|~z +2| =
r—2,72a —2+2< 0= —2s< -2=2>2



1.1 Jednadzbe i nejednadzbe

(a) © <2

>
r+1 —
—xr+2

:c—i—l__

4o+ 1
r+1

(4z+1)-(z+1)<0

(b) x> 2

r+1

22 +5 <0
r+1 —
(2x+5)-(z+1)<0

-1 0 1 7

1
Rjesenje (a): © € <—1,—4}

-2

Y
2 -+
1 -+

k t 0+——

-3 \2 A1 r
-1+

RjeSenje (b): © € [—g, —1>

Buduc¢i da x > 2, a dobiveni interval sadri vrijednosti koje su strogo manje od 2,

5)
nejednadiba nema rjesenja, to jest [—2, —1> N (2, 4o00) = 0.

1
Konacno rjesSenje nejednadzbe je x € <—1, —} .

4

(x—1)(x+4)

Primjer 1.4 RijeSite nejednadzbu

2 +4

<1

Rjesenje Bududi da je 2* + 4 > 0 za sve x € R, moZemo maknuti apsolutne vrijednosti iz

nazivnika te cijelu nejednadzbu pomnoZiti nazivnikom x? + 4:

(&~ 1)(x + )
x2 +4

lz—1]- |z +4] <2 +4

Prema definiciji apsolutne vrijednosti imamo:

<1 /-(1‘2—1—4)



1.1 Jednadzbe i nejednadzbe

| 1 r—1l,zarz—120=—=zx>1
€T — prnd
—zrz+1l,ar—-—1<0=2x<1

r+4, zarxr+4>20=zx>—4
o +4) =
—rx—4ar+4<0=z< -4

stoga promatramo 4 slucaja:

1. x>1ix > —4tojestx € [1,00)
(x—1) (z+4) <2’ +4=*+3z-4<2>+4

22 4+3r—4—22—4<0<=3x—-8<0

8 8
odakle dobijemo x < 3 <=z € <—oo, 3>

8 8
RjesSenje 1. slucaja: <—oo, 3> N[1,00) = [1, 3>
2. x> 1ix < —4tojest x € ) stoga ne postoji interval u kojem mozZemo trafiti rjesenje.

3. x<liz>—4tojestx € [—4,1)
(—z+1) - (z+4) <2’ +4<= -2 -3z +4<2’+4
2% - 3r < 0= —2(22+3) <0

3
odakle dobijemo x € <—oo, —2> U (0, +o0)

3

3
RjeSenje 3. slucaja: <<oo, 2> U (0, oo)) N[—4,1) = [4, 2> U (0,1)

4. x<lix < —41ojestz € (—oo,—4)
(—z+1) - (—z—4) <2’ +4=2?+3r-4< 2’ +4

odakle dobijemo z < g = zc <—oo, §>

§> A (=00, —4) = (—00, —4)

RjesSenje 4. slucaja: <—oo,

Konacno rjesenje nejednadzbe je unija rjesenja svih slucajeva:

(o0, —4) U [_4,—;’> U(0,1) U [1, §> _ <—oo, —§> U <o, §>



1.2 Binomni poucak

1.2 Binomni poucak

% Napomena Za sve a,b, c € R vrijede sljedece jednakosti:
(a £ b)* = a® + 2ab + b* a®+b® = (a £ b)(a® F ab+ V?)
a?> —b* = (a—b)(a+D) (a £b)® = a3 £ 3a®b + 3ab® £ b?
(a+b+c)? =a*+b*+ 4 2ab + 2ac + 2be

Definicija 1.2. Binomni poucak

Za svaki a,b te za svaki n € N vrijedi

(a+b)" = ki:o (Z) a" Rk = (g) a™ + (7;) a" o4+ (Z) b

gdje je opéi ¢lan binomnog razvoja jednak
A = (Z)a"_kbk, k=0,1,...n (prvi(k=0), drugi (k=1),...),
binomni Koeficijenti definirani su izrazom
n\ n! _nn—-1)(n—-2)---(n—k+1)
k) Eln—k)! 1-2-3----k ’
gdjen! =1-2-3-----ndefiniramo kao umnoZak prvih n prirodnih brojeva i nazivamo

faktorijelom broja n, Vn € N.

Posebno vrijedi: 0! = 1.

Svojstvo Svojstva binomnih Kkoeficijenata:
L= =0 =1
2 (1) = (%)

30+ () = G5

Drugo i trece svojstvo vizualno prikazuje Pascalov trokut:

n=0: 1

n=1 1 1
n=2: 1 2 1
n= 1 3 3 1



1.3 Zadaci za vjezbu

1\4
Primjer 1.5 RaspiSite izraz (f — > .

N
Rjesenje Koristimo formulu za binomni poucak gdje je
1 1 1
a=vVrx=x2,b=——F+=—-2"2,n=4
NG 7 ,

() - (0o

1 4 1 1)\°
+(5) v (w) #(5) 9" (-5)
4

N Y
(&) (- %)
1 4! 1
R e L 2V/ R (— I ST —
T 21. 21 x
S I
1' Ve /T 2
o, 4302 4311
= vt e g T e
4
=2 —dr+6— =

9 \ 8
Primjer 1.6 Odredite peti ¢lan u razvoju binoma <x3 - ) .

NG

Rjesenje Koristimo formulu za opci clan:

A = (Z) a" R gdje sua = 2>,b =

TraZimo peti ¢lan, odnosno Ay, tj. zak = 4

Qe (-3)

8! o 28 8:7-6-5-41 4, 16

a2 T Taa32 Y2
= 11202

— = 23, =38

%w

8
Primjer 1.7 Odredite onaj ¢lan u razvoju binoma <23: — > koji sadrzi 20,
T

n

Rjesenje Opci ¢lan je oblika: Ay = (k:

1
)ankbk, te jea = 2x,b = ——, n = 8, dok je k
T

potrebno odrediti.

A, = (2) (22)% <_;>k _ <Z> 98y Sk (_1ykyk — <2> 98—k S—h—k(_ 1)k

_ (2) 98—k 8=2k(_1)k

Trazimo lan koji sadrZi 28, stoga mora vrijediti: x:8~2F

= 25 odakle slijedi:
8—2k=6 = k=1

Prema tome, drugi clan u razvoju binoma sadrZi 28,



1.3 Zadaci za vjezbu

1.3 Zadaci za vjezbu

# - Zadatak 1.1 RijeSite nejednadZbe:

3 r—4 x—7 5 2045
b)m> x ©) x Sx(az—B) h):CSﬂU—Q

(22 —1)(z +3) (z+1)%(z - 2) by L1 —2
D a2 D e 12@re <° VT 7 ey

RjeSenje
a) <3a4] f) <_272>\{_171}
b) (—3,—2) U (0,6) g) (=00, —1) U(0,00) \ {1}
c) (—oo,1) U (2,3) h) (—oo,—1] U (2, 5]
d) <—OO, 0> U <07 1> i) <—OO, _2> U <_17 OO)
e) (0,2]U(3,8]
“ - Zadatak 1.2 RijeSite nejednadZbe:

|—2 + 3| e) |z +3| > |z —2| L@ +2)(@—1)

a) 1 <1 i) 2 > 1
5 f) |z —2| < |z + 4] 1
g — >6

5r — 1 -2 1

c) |2x—3]21 5 +2] k) w+x—2‘>az
h) w1 >3
d G-2)5-|z)) >9 = ) [Tz —2|—3—x|>5
RjeSenje

a) (—2,+o0) e) [2,+o0) i) (—oo,—1)U(1,3)
b) [=1,9]\ {4} N 12,+00) J) (0, +00)
i +oo>\{;)} ¢ (2,9) k) (=0, 0)

d) (—4,2) U (8, +00) h) [-2,1) 1) <—oo,—1>u<,+oo>



1.3 Zadaci za vjezbu

- Zadatak 1.3 RaspiSite izraze:
2\’ 3\° 1\*
S b - 24 -
@ () () alen)

#  Zadatak 1.4 g

2z — koji sadrzi 28

&\H

a) Odredite onaj ¢lan u razvoju binoma

15

T — koji sadrzi 2'°

%3\.-&

b) Odredite onaj ¢lan u razvoju binoma

1\ 12
¢) Odredite onaj ¢lan u razvoju binoma ( 22 + > koji sadrzi 23
x
2

(
(
(
(

15
d) Odredite onaj ¢lan u razvoju binoma | \/x — > koji ne sadrZzi x.

1 7
e) Odredite peti ¢lan u razvoju binoma <2x2 -y .
1 9
f) Odredite Cetvrti ¢lan u razvoju binoma <2m2 + y) .

1\?
g) Odredite sedmi ¢lan u razvoju binoma <az2 — ) .
x

h) Odredite Sesti ¢lan u razvoju binoma (33:2 + 5y)6 .
RjeSenje
a) prvi ¢lan A = 25628

5
b) ne postoji takav clan jer je k = 5

12
¢) osmi ¢lan Ag = ( . >x3

15
d) deseti ¢lan A1y = ( 9 > (—2)?

21
e) As = Zaj6y4

63
f) Ay = §x12y3

9
g) Ar = <6>

h) Ag = 56250x2°



Poglavlje

Matric¢ni racun

1 Matrice

[ Determinanta matrice

J Rang i inverz matrice

L Sustavi linearnih jednadzbi

2.1 Matrice

Definicija 2.1. Matrica

Neka su m,n € N prirodni brojevi, a Dy, = {1,2,...,m} x {1,2,...,n} podskup

Kartezijeva produkta skupa prirodnih brojeva. Svako preslikavanje A : D, — R

nazivamo realna matrica tipa (m, n) i zapisujemo u "tablicnom obliku":

ailr a2 ain
a1 a2 a2n . . .

A= gdjesua;; €R, i =1,2,....,m; 5=1,2,...,n.
| dm1  (Am2 Amn |

KazZemo da matrica A = [aij] ima m redaka i n stupaca. My, oznacava skup svih

matrica tipa (m,n). Za realne matrice tipa (m,n) pisat é¢emo A € R"*".

matrica.

Definicija 2.2. Oblici matrica

o Za matricu A = [a;j] tipa (1,n) kaZemo da je matrica redak ili ret¢ana matrica.

o Za matricu A = |a;;] tipa (m,1) kaZemo da je matrica stupac ili stupcasta

o Matrica kojoj su svi elementi a;; = 0 naziva se nul-matrica.

o Za matricu A = [a;;] tipa (m,n) transponirana matrica je matrica kojoj su
zamijenjeni retci sa stupcima, to jest AT = [aj;] tipa (n, m).

o Za matricu A = [a;;] kaZemo da je kvadratna matrica reda n ako ima jednak broj
redaka i stupaca, to jest m = n. Skup svih kvadratnih matrica reda n oznacavamo
s M,
Elementi a1, a9, . . . , ayy, Cine glavnu dijagonalu kvadratne matrice.

Elementi a1, a2n—1, - - ., an1 ¢ine sporednu dijagonalu kvadratne matrice.

o Za kvadratnu matricu A = [a;;] reda n kaZemo da je dijagonalna ako su joj svi

elementi izvan glavne dijagonale jednaki 0.




2.1 Matrice

o Dijagonalna matrica koja na dijagonali ima samo jedinice naziva se jedini¢na
matrica.

o Kvadratna matrica kojoj su iznad (ispod) glavne dijagonale svi elementi jednaki O
naziva se donjetrokutasta (gornjetrokutasta) matrica

o Kvadratna matrica je simetricna ako vrijedi AT = A.

o Kvadratna matrica je antisimetri¢na ako vrijedi AT = — A (na glavnoj dijagonali

su nule).

Definicija 2.3. Operacije nad matricama

o Matrice A = [a;j], B = [bij] € M,y sujednake ako vrijedi a;; = b;j za sve i, j.

o Zbroj/razlika matrica istog tipa A = [a;j], B = [bi;| € My, je matrica C €
M.y, s elementima c;j = a;j £ b;j za sve i, j.

o Umnozak matrice A = |ai;| € My, i realnog broja A\ € R je nova matrica
AA € My, s elementima \a;j za sve i, j.

o Umnozak matrice A € M,y i matrice B € My, je nova matrica C = AB, C €

M, s elementima
p
Cij = ) _ Gikbrj.
k=1

Vaino: UmnoZak matrica AB je definiran samo ako je broj stupaca od A jednak

broju redaka od B, odnosno kaZemo da su matrice ulan¢ane.

3 1
. . .o . 3 2 2 0 1 2 3
Primjer 2.1 Zadane su dvije matrice A = |—1 2| € R°**, B = € R2x>,
-1 1 3
0 1
IzraCunajte matricu 2A + BT.
RjeSenje MnoZenje matrice realnim brojem:
3 1 2.3 2-1 6 2
2A=2-|-1 2| ={2-(-1) 2-2| =|-2 4| eR¥?
0 1 2.0 2-1 0 2
Transponiranje matrice:
5 0 1 T 2 -1
BT = =10 1|eRrR¥™
-1 1 3 .

Zbrajanje matrica istog tipa:



2.1 Matrice

6 2 2 —1 6+2 2+ (—1) 8 1
2A+BT=|-2 4|+ |0 1|=|-240 441 |=|-2 5
0 2 1 3 0+1 2+3 1 5

Primjer 2.2 Zadane su dvije matrice

A= e R?>? B = 654 e R?*3,
4 3 2
IzraCunajte A - B.
RjeSenje
1.stupac 2.stupac 3.stupac
4. B lredak [ 1 2 ‘ 6 5 4
2.redak \ 3 4 3 2 1
22 2x3
1.stupac 2.stupac 3.stupac
l.oredak [ 1-6+2-0,0,03 1-542-2 1-4+2-1
:2.redak 3-6+4-3 3-54+4-2 3-444-1
1 2 3
1[{12 9 6
N 2130 23 16
2x3
Primjer 2.3
1 0 2 1 01
Zadane sumatrice A= |1 —1 1|, B= |1 1 1| € R3*3 Izracunajte 2A?+3BT —5I.
0 3 1 010
RjeSenje
110 1 00
BT=1(0 11|, I=1(01 0
110 0 01



2.1 Matrice

1 0 2
1 -1 1
0 3 1

(1 6 4
0 4 2

30 4

242 + 3BT -5 =2.

Primjer 2.4 Zadane su matrice

A

[ 1.140-142-0

[ 0-14+3-1+1-0

0
9

1
3

2
1
1

1-04+0-(-=1)+2-3
1-1+-1-141-0 1-04+-1-(-1)+1-3 1-24+—-1-1+1-1
0-04+3-(—1)+1-3

1 6 4
0 4 2| +3
30 4
2 12 8 3
0 8 4|+ 10
6 0 8 3

2
4

, B

6
3

Odredite x,y € R tako da vrijedi A- B = B - A.

RjeSenje

A-B=

5
3 4 T
5 —6
r oy

54+ 2z

15+4z —18+ 4y

—13

-6+ 2y

—14

z+3y 2z+4y

[243-5 1243-0 8+0—

1
—5.10
0

5 0
05
00
0
7 =
3

o = O

o o O

—_
w o 5

1-2+0-1+-1

0-2+3-1+1-1

w N o



2.1 Matrice

542 —642 —13 —-14
A-B=B-A— e T
1544 —18+4y x4+ 3y 2z +4y

542x = —13
642y = -—14

— Y —x=-9y=—4
154+4x = x+43y

\ —1844y = 2x+4y

MnoZenje matrica opcéenito nije komutativno/

Primjer 2.5
Zadana je matrica
6 T Tr—y
A=|-1 -7 z4+y—=2
-3 -5 —6

Odredite x, y, z € R takve da vrijedi A = AT

RjeSenje
6 -1 -3 6 =z T—y
AT = x -7 5| =1|-1 -7 z4+y—2z2| =4
r—y r+y—z —6 -3 =5 —6
odakle slijedi
-1 = =«
-3 = xz—y = x=-1,y=2 z=06.

-5 = z+y—=z



2.2 Determinanta matrice

2.2 Determinanta matrice

Definicija 2.4. Determinanta matrice

Determinanta kvadratne matrice A € M, je preslikavanje det : M,, — R koje matrici

pridruZuje realni broj det A ili | A

, definirano rekurzivno koristenjem Laplaceova razvoja
po retku ili stupcu:

n .
o iretku: det A= (—1)**ia;, det Ay,
k=1

n -
o jstupcu: det A=Y (—1)Fiay; det Ay;
k=1
gdje su det Ay, i det Ay; determinante matrica reda n — 1.
Za matricu od jednog elementa A = [a11], definiramo det(A) = a1.

Red determinante definira se kao red njezine matrice.

2.2.1 Racunanje determinanti

o Determinanta matrice 2. reda

ai] ai2 ail a2
det A = det = = a1 - a2 — a1 * 412
az1 a2 a1 G22
. : : 3 4 . .
Primjer 2.6 Zadana je matrica A = . IzraCunajte determinantu det A.
7

3 4
Rjesenje det A = - =3-7—-7-4=-"7.

o Sarrusovo pravilo za determinantu matrice (samo) 3. reda

ailr a2 a3
as1 Q92 G93| = @11 - G22 * G33 + @12 - A23 - 31 + G13 - G21 * G32

asy azz2 az3

— G31 A2 - a13 —A32 a3 - a11 — asz - a1 - A12

2 2 -1
Primjer 2.7 Zadana je matrica A= | 2 5 —2| . IzraCunajte determinantu matrice
-1 -2 2

A pomocu Sarrusovog pravila.

RjeSenje Prepisemo prva dva stupca:
2 2 -1 2 2
2 5 =21 2 5
-1 -2 2| -1 =2



2.2 Determinanta matrice

Pomnozimo elemente na glavnim dijagonalama i zbrojimo umnoske:

2 2 -1| 2 2

2 5 =2| 2 )
-1 -2 2| -1 -2
PomnoZimo elemente na sporednim dijagonalama i oduzmemo umnoske:

2 2 -1 2 2

2 5 -2 2 5
-1 -2 2| -1 -2
det A =2-5242-(=2)-(=1)+(-1)-2:(=2)—(—=1)-5-(-1)—(—2)-(-2)-2—2-2.2 = 7.

o Determinanta matrice 3. (i viSeg) reda - Laplaceov razvoj (po prvom retku):
a1 a2 a13 ail a2 a13
_ 2
azgy apy ags| = (—1)7a11| ag1 axn ass
az1 as2 ass az1 a2 ass
ail a2 a13
3
+(=1)%a12| as1 az as3
aszr az2 as3
ail a2 a13
4
+(=1)"a13| as1 az ass

az1 asz2 as3

a2 a3 a1 a3 az; a2
= ail — a12 + a3
az2 ass az1 ass azr as2

Kraéi i jednostavniji nacin zapisa predznaka u Laplaceovom razvoju vizualno se lako

pamti:

Svaki neparni red matrice pocinje s pozitivnim predznakom, svaki parni s negativnim te

takvi redovi predznaka alterniraju. To vrijedi za determinante bilo kojeg reda.

Primjer 2.8 Izracunajte determinantu matrice

3 1 =9
A=10 -1 7
0 0 9

Laplaceovim razvojem po 1. stupcu.



2.2 Determinanta matrice

RjeSenje
+ 13 1 -9
-1 7 1 -9 1 -9
detA= — |0 -1 7|=+3- -0- +0- =
0 9 0 9 -1 7
+ 10 0 9

=3-(-1-9-0-7)—0+0=—27.

2.2.2 Svojstva determinanti

o Determinanta je jednaka 0 ako su svi elementi nekog retka ili stupca jednaki 0.

o Ako su dva stupca (ili retka) jednaka, onda je determinanta jednaka 0.

o Determinanta trokutaste matrice jednaka je umnosku elemenata na glavnoj dijagonali.

o Zamjenom mjesta dva stupca (ili retka) determinanta mijenja predznak

o Dodavanjem retka (ili stupca) drugom retku (stupcu) determinanta se ne mijenja.

o Determinantu mnoZimo nekim brojem A € R tako da jedan redak (ili stupac) pomnoZimo

tim brojem.

©

Transponirana matrica ima istu determinantu kao polazna matrica, vrijedi det AT = det A.

Za sve A, B € M, vrijedi det (AB) = det A - det B.

Primjer 2.9 IzraCunajte determinante

1 1 1 1 21 0 0 2 -5 4 3

1 -1 1 1 1 2 10 -4 7 5
a) b) c)

1 1 -1 1 01 2 1 4 -9 8 5

1 1 1 -1 001 2 -3 2 -5 3

Rjesenje

Koristimo svojstva determinanti te ih transformiramo do determinanti koje mozZemo lakse izra-

Cunati.
I |1 1 1 1 I-(=1)+1I
-1 -1 -1 -1
|11 -1 1 1 1. redak pomnozimo s
a) + 1 -1 1 1
uar 11 -1 1 -1
0 -2 0 O
1w 1 1 1 -1 i dodamo 2. retku
1 1 1 1 I-(=1)+11
0 =2 0 0 I-(=1)+1V
1 1 -1 1 ako stupcu ili retku dodamo drugi stupac ili redak
1 1 1 -1 pomnoZzen nekim brojem, determinanta se ne mijenja




2.2 Determinanta matrice

b)

1 1 1 1 ako su ispod ili iznad glavne dijagonale
B 0 -2 0 0 sve nule, onda je determinanta matrice

0 -2 0 Jjednaka umnosku elemenata na glavnoj

0O 0o 0 =2 dijagonali
=1-(=2)-(-2)-(-2) = -8
2 100 I-(—35)+1 2100
1210 0 510 - (-3)+1 _
01 21 01 2 1
0 0 1 2 0 0 1 2
21 00 21 00

3 3
00 & 1 m-(-5H+1v 00 41 S
00 1 2 000 2

2 =5 3| I-(—2)+1I 2 =5 4 3| I-(-1)+101
—4 ) 1+1v 3 475 B
4 -9 8 5 0O 1 0 =1 HlI-241V
-3 2 -5 3 0 -2 2 8
2 -5 4 3 + 0 =7 -2 -1
1 1 3 2| II-(-2)+1 -1 1 3 2
0 1 0 -1 + 10 1 0 -1
0 0 2 6 - 10 0 2 6
1 2 -7 =2 -1 -7 -2 -1 -7 =2

+0-1 0 -14—-1-f1 0o -1{+0-{1 3 2(-0-11 3

s}
\V]
(=}




2.2 Determinanta matrice

Primjer 2.10 RijeSite jednadZbe

T 5 1 1 2 3
2 =Y 1 2-22 2 3
_ -
r—3 x 0 —0
2 3 1 5
b) | z z+1 z+2/=0
z+3 z+4 45
RjeSenje
T 5 9 9
a) =z-v—(r—3)-b=2"-br+15=9=2"—-5x4+6=0
r—3 x
Odakle slijedi rjesenje: x1 = 2, x9 = 3.
r—3 x—2 x-—1| I -3 -3 =3 | I+ -3 -3 -3
b)| = z+1 xz+2 =lz x+1 z+2 =z x+1 z+2
z+3 x+4 x+5| H-II 3 3 3 0 0 0

ako su svi elementi nekog stupca ili retka jednaki nuli, onda je determinanta jednaka O

det A=0, VxeR.

1 1 2 3 11 2 3
) 1 2—-22 2 3 I-(=1)+1 0 1—-22 0 0
C p— =
2 3 1 5 |I-(-2+m 0 1 -3 -1
2 3 1 9-2?I-(-2)+IvVv |0 1 =3 3-—2% IV-1I
11 2 3
1-22 0 0
0 1-2> 0 0 n |—3 —1
=1 1 -3 -1 [(1—2°) =
o 1 =3 -1 0 4-—2?
0 0 4-—2a?
0 0 0 4-— 22

=(1-2?)-[-3-4-22)-0-(-1)]=-3-(1—-2%)-4—-2%) =0

1-22=0ili4—2>=0= 212 = +1, 134 = +2.



2.3 Rang i inverz matrice

2.3 Rang i inverz matrice

Definicija 2.5. Linearna (ne)zavisnost stupaca (redaka) matrice

KaZemo da je skup stupaca matrice {S1, . .., Sy} linearno nezavisan, ako se proizvoljan
stupac nulmatrice moZe najedan jedini nacin prikazati kao linearna kombinacija stupaca
iz A, tj. ako iz

Oj 204151 +"'+OénSn,Ozi cR

slijedida je c; = 0,Vi=1,...,n

Na slican nacin moZemo definirati linearnu nezavisnost redaka matrice.

Definicija 2.6. Rang matrice

Rang matrice A po stupcima (retcima), (A), jednak je broju svih linerano nezavisnih

stupaca (redaka) matrice A.

Teorem 2.2. Teorem o rangu

Za svaku matricu A € My, je rang po stupcima jednak rangu po retcima.

@ Napomena Za svaku A € M,y vrijedi r(A) < min{m,n}.

Definicija 2.7. Ekvivalentne matrice

KaZemo da je matrica B ekvivalentna matrici A, u oznaci B ~ A, ako je nastala

primjenom konacnog broja elementarnih transformacija na matricu A.

@ Napomena Ekvivalentne matrice imaju isti rang.
Rang matrice A odredujemo primjenom elementarnih transformacija:
o zamjena dva stupca (retka) matrice A,
o mnoZenjem nekog stupca (retka) matrice A skalarom razli¢itim od nule,

o dodavanjem nekog stupca (retka) matrice A nekom drugom stupcu (retku).

Primjer 2.11 IzraCunajte rang matrice

1 3 21 5 0 -9
a) A= 14 9 5 4 by A=|-2 1 2
3 7 4 3 3 0 -10

RjeSenje
a) Ocito je r(A) < 3 jer matrica ima 3 retka. Elementarnim transformacijama svodimo

matricu na reducirani oblik:

19



2.3 Rang i inverz matrice

2 1| I-(—4)+1 1 3 2 1]
41
4| 1-(=3)+m ~|0 -3 -3 0 )
- (=2)+mr
4 3 0 -2 -2 0
1 0 -1 1 10 -1 1]
~10 -3 =3 0| H:(=3) ~|0 1 1 0o =r()=2
0 0 0 0 00 0 0
(5 0 9| I-(-1)+1 5 -
1 (=9) +1
b) |-2 1 2 ~ =21 2 ~
-2 +11
13 0 10 9 0 —
(93 0 0] 1:23 1 10 0
1-6+11
6 1 0 ~l=6 1 0 ~lo 1 0| =r4)=3.
12411
2 0 -1 2 0 -1 00 —1

Definicija 2.8. Inverz matrice

Za kvadratnu matricu A € M, kaZemo da ima inverz (invertibilna je), ako postoji matrica
X € M, takva da vrijedi AX = XA = I. Matricu X nazivamo inverz matrice A i

oznacavamo s A1

Definicija 2.9. Regularna i singularna matrica

Za kvadratnu matricu A € M, kaZemo da je regularna ako ima inverz. Matricu koja

nije regularna nazivamo singularna.

Teorem 2.3. Veza izmedu regularne matrice i determinante N

Kvadratna matrica A € M, je regularna ako i samo ako je det A # 0.

Korolar 2.1. Veza izmedu determinante matrice i ranga

Neka je A kvadratna matrica A € M,,.det A # 0 ako i samo ako je skup njezinih stupaca

(redaka) linearno nezavisan, to jest r(A) = n.

Zakljucak Veza izmedu regularne matrice, determinante i ranga
Kvadratna matrica A € M, je regularna <= det A # 0 <= r(A) =n.
@ Napomena Odredivanje inverza matrice elementarnim transformacijama. Vrijedi:
A-AV=A A=T=[A|I] = elementarne transformacije redaka — [I | A™1]

Inverz matrice A racunamo tako da prosirimo matricu A jedinicnom matricom I (istog reda) te
na sve primijenimo elementarne transformacije redaka s ciljem dobivanja jedinicne matrice 1

na mjestu polazne matrice A. Na mjestu polazne matrice I nalazi se inverz A~



2.3 Rang i inverz matrice

Primjer 2.12 IzraCunajte inverz matrice

1
— —
CE
111

[

Al
1_1
e —

I

<

—

Q
- 1
o o
o —~ 7

—
1_0

I

<

~

=
1
0 I~
™

Il ®

o=

- 5
—

< VM

-4

I+ ~

I+11
I-(=1)+ I

II:2+4+1
1nr:-241

3 8
17

—|N
I | o

—SN O I

— =N~

[
o - O

a)
b)
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2.3 Rang i inverz matrice

Primjer 2.13

Zadane su matrice A = i) 2 , B= 13 ol RijeSite matri¢nu jednadZzbu B- X = I — A.
RjeSenje
B-X =I-A
B71. / B-X =I-A (mnoZenje jednadzbe slijeva)
B'.B-X=B"1-(I-4)
I-X =Bt (I-A)
X =B . (I-A)

Izracunajmo I — Ai B,

10 3 0 -2 0
I—A: — =

01 1 2 -1 -1

1 1| 1 0| 1-3+1 11 ] 10
-3 2 | 01 0 5 | 3 1| II:(=5)+1

WIS frone

05 | 3 1|1M:5 0o1] 2 1

2 1]

=B '=|> P

5 5 |

2 1 3 1

X:B_l'(I—A): 5 75 —2 0 — 5 5

3 1 -1 -1 7 _1

5 5 5 5

22



2.4 Sustavi linearnih jednadzbi

2.4 Sustavi linearnih jednadzbi

Definicija 2.10. Sustav linearnih jednadzbi

Neka je R polje realnih brojeva. Skup od m linearnih jednadZbi oblika
annz + a2z + ... + a1y = by

2171 + a22%2 + . .. + A2p Ty = by

Am1T1 + AmaX2 + . .. + CGn@n = by
nazivamo sustav od m linearnih jednadzbi sa n nepoznanica x1, . . ., z,, nad poljem R,

gdje su a;j € R koeficijenti sustava, b; € R slobodni koeficijenti.

Sustav je homogen ako su svi b; = 0, u suprotnom, sustav je nehomogen.

Definicija 2.11. RjeSenja sustava

Rjesenje sustava je svaka uredena n-torka (c1,ca,...,¢,), ¢; € Rji = 1,...,n koja
zadovoljava svih m jednadzbi sustava.

Sustav ne mora imati niti jedno rjeSenje, moZe imati jedinstveno rjesenje te moZe imati
beskona¢no mnogo rjeSenja.

Homogeni sustav uvijek ima barem jedno rjeSenje i to n-torku (0,0, . . ., 0) koju nazivamo

trivijalno rjesSenje.

Definicija 2.12. Matricni zapis sustava

Neka su m,n € N. Matri¢ni zapis sustava m linearnih jednadZbi s n nepoznanica dan

Jje jednadzbom
A-X =B,

gdje je A = [a;;] € M,,, matrica sustava, stupcasta matrica X = [x;] € Mpy1 matrica
nepoznanica te stupcasta matrica B = [b;] € M,,1 matrica slobodnih koeficijenata.
Prosirena matrica sustava je matrica A, = [a;;|b;| koju dobijemo dodavanjem stupca

slobodnih koeficijenata B.

2.4.1 Cramerov sustav

Definicija 2.13. Cramerov sustav

Za sustav linearnih jednadzbi kaZemo da je Cramerov, ako je kvadratni, to jest m =
n (broj jednadzbi jednak je broju nepoznanica) te je odgovarajuéa matrica A sustava

regularna, odnosno det A # 0 (r(A) = n).

23



2.4 Sustavi linearnih jednadzbi

Definicija 2.14. RjeSenja Cramerovog sustava - Cramerov postupak

Neka je AX = B matricni zapis sustava. Cramerov sustav s n jednadZbi i nepoznanica

ima uvijek jedinstveno rjeSenje oblika (x1,x2, ..., Ty),
D;
xi_57 Z=1727 , 1,

gdje je D = detA, determinanta matrice sustava, a D; determinanta matrice koja se

dobije iz matrice A zamjenom i-tog stupca stupcem slobodnih koeficijenata B.

Primjer 2.14 Cramerovim postupkom rijesite sljedece sustave:

)—4:U+2y=1 r+2y—3z=-1
a
3x+5y=-—3 b) 6rxr—y+2:2=4
—3Jr+2y—z=1
RjeSenje
: —4 2 : . 1
a) Matrica sustava: A = , stupac slobodnih koeficijenata: B =
3 5 -3
D=detA=| = —20 — 6 = —26 # 0 = matrica sustava je regularna.
3 5
D, 11
= B 546 =z D 26
—4 D 9
D, = =12-3=9=y="H=——
v 3 _3 =D 26
1 2 =3
b) D=|6 —1 2 |=—30=# 0= matrica sustava je regularna.
-3 2 -1
-1 2 =3
12 2
D, = — = —12 = = _
1 2 -1
1 -1 =3
60
D, = =—060=y=—=2
y 6 4 2 ¥=35
-3 -1
2 -1
54 9
D, = — = 54 f— = — = —
z 6 1 4 z 30 5
-3 2 1

24
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2.4 Sustavi linearnih jednadzbi

2.4.2 Gaussova i Gauss - Jordanova metoda eliminacije

Definicija 2.15. Ekvivalentni sustavi

Ekvivalentni sustavi su sustavi koji ne moraju imati isti broj jednadzbi ali imaju jednak

skup svih rjeSenja.

Elementarnim transformacijama nad jednadzbama sustava dobivamo ekvivalentni sustav, to
Jest sustav s istim skupom rjesenja:

o zamjena redosljeda jednadzbi u sustavu A,

o mnoZenje proizvoljne jednadzbe sustava brojem razlicitim od nule,

o mnoZenje proizvoljne jednadZbe sustava brojem, i dodavanje rezultata bilo kojoj drugoj

Jjednadzbi sustava.

Cilj Gaussove metode eliminacije je elementarnim transformacijama nad retcima prosirene
matrice sustava A, svesti sustav na ekvivalentni, to jest matricu sustava A svesti na gornju
trokutastu matricu. Potom se sustav rjesava pocevsi sa zadnjim retkom (jednadzbom) postupnim

zamjenama “odozdo prema gore.”

Cilj Gauss - Jordanove metode eliminacije je elementarnim transformacijama nad retcima
proSirene matrice sustava A, svesti sustav na ekvivalentni, to jest matricu sustava A svesti na
dijagonalnu matricu. Potom se rjeSenja sustava neposredno ocitaju iz redaka prosirene matrice

ekvivalentnog sustava.

Primjer 2.15 Gauss - Jordanovom metodom eliminacije rijeSite sljedeée sustave:

r+2y—z=-1 r+4y —52=—6
a) x—y+2z=4 ¢) dx +2y — 62 = —10
—2r+y—z2z=1 3r — by +2z=-1
T+ 3y +2z2=2 r+2y—3z+t=1
b) 2rx +4y—2=1 d) 2z —2y+3z+2t=-2
r+3y+22=3 3x+2y—2+3t=3

) T+Yy+z+3t=-2
e
5 4+ 3y + 9z + 13t = =5
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2.4 Sustavi linearnih jednadzbi

RjeSenje

a) A,

b) |2

dodajemo —1 x (1.r.) drugom retku

=[ABl=|1 -1 2 | 4|~

dodajemo 2 x (1.r.) tre¢em retku

-1 | -1
3 | 5|~ (dodajemo 5 x (2.r.) trecem retku)
—3 | —1]
1 | -1]
mnoZimo drugi redak s —%
3 | 5|~
99 mnoZimo treci redak s %
2 | 7]
-1 | -1
o 5 dodajemo treci redak drugom
113 dodajemo treci redak prvom
| 35
8
0] 3
0 | 2|~ (dodajemo —2 x (2.r.) prvom retku)
11
| 5
4
rT=—c
0| —% 3
0| 2|=y=2
u 11
S B |
3
2 ] 2
L1 dodajemo —2 x (1.r.) drugom retku
dodajemo —1 x (1.r.) trecem retku
2 | 3
2 | 2
-5 | =3
0 | 1

17 treéeg retka slijedi:

0-2+0-y+0-2=1=0=1

Sto je netocno, prema tome, zakljucujemo kako sustav nema realnih rjeSenja.

-5 | -6
6 | 10 dodajemo —4 x (1.r.) drugom retku
2 | . dodajemo —3 x (1.r.) tre¢em retku
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2.4 Sustavi linearnih jednadzbi

1 4 -5 | -6

drugi redak dijelimo s —14
0 —14 14 | 14|~

treci redak dijelimo s —17
0 —17 17 | 17
(1 4 -5 | -6
01 -1 | —-1]~ (dodajemo —1 x (2.1.) tre¢em retku)
01 -1 | —1]
(1 4 -5 | —6]
01 -1 | —-1|~ (dOdajemo —4 x (2.r.) prvom retku)
00 0 | 0 1
10 -1 | -2

rT—z=—2 = x=z-2
01 -1 | —-1| =
—z=—1 = =z—1, z€eR

0o o | of Y Y

Sustav ima beskonacno mnogo rjesenja jer je z € R bilo koji proizvoljan realni broj.

d) Sustav ima vise nepoznanica nego jednadzbi stoga nema jedinstveno rjesenje.
1 2 =31 ] -1
2 -2 3 2 | =2~
3 2 -1 3| 3

dodajemo —2 x (1.r.) drugom retku

dodajemo —3 x (1.r.) trecem retku

0 -5 9 0 | —4|~ (trec’iredakdijelimos—4)

0 =5 9 0 | —4f~ (dodajemo% X (2.1.) tre¢em retku)

1 2 =3 1| -1
0 -5 9 0 | —4|~ (treéi redak mnoZimo s —5)
1 4
0 0 =5 0| =3
1 2 -3 1 | -1
dodajemo —9 x (3.r.) drugom retku
0 =5 9 0 | —4|~

dodajemo 3 x (3.r.) prvom retku

1 2 01 | 13
0 =5 0 0 | —40f ~ (dijelimo drugi redak s —5)
0 0 10| 4
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2.4 Sustavi linearnih jednadzbi

1 | 13
0| 8|~ (dodajemo —2 X (2.r.) prvom retku)
| 4
1| -3 r+t=-3=>rx=—t-3, teR
| 8| = y =8
0| 4 z =4
512 (d d (1.r) d k
~ | dodajemo —5 x (1.r.) drugom ret u)
13 | =5
3 | -2
~ <drugi redak dijelimo s —2)
-2 | 5
3 | -2 .
L 5| ™ (dodajemo —1 x (2.r.) prvom retku)
T2
2 | 1] x—l—z—i—t:% = a::%—z—t
L 25 :>y—2z+t:—% = y:—%—i—Qz—t
T2
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2.5 Zadaci za vjezbu

2.5 Zadaci za vjezbu

#y Zadatak 2.1 Tzraunajte AB i BA ako je:

1 2 2 0 5 8 —4 3 2 5
a) A= , B=
3 4 3 -1 c)A=16 9 —-5|,B=|4 -1 3
] 47 -3 9 6 5
7 6 7 -8
b) A= . B =
6 —8 -3 -9
Rjesenje
8 =2 2 4
a) AB - 5 BA =
18 —4 0 2
31 —110 1 106
b) AB = . BA=
66 24 —75 54
(11 —22 29 A7 7T =37
¢c) AB=|9 —-27 32|, BA= |26 44 -20
_13 —17 26 101 161 —-81
1 2 -1 -5 5 9
#; Zadatak 2.2 Zamatrice A= [0 1 2 |,B=1|2 10 —9| izraCunajte:
4 2 -3 8 6 1
a) (A B)T b) (B - A)T ¢) AT-B d) A-BT
Rjesenje
[ 9 18 —40 27 29 13
a) 19 22 22 c) 8 32 11
_—10 -7 15 _—15 -3 =30
(31 —34 12 [ 4 31 19
b) | 13 -4 24 d |23 -8 8
12 45 1 |37 55 41
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2.5 Zadaci za vjezbu

- Zadatak 2.3 Izracunajte:

1 -6 5 0111 8 9 0 0
a) | 2 2 5 1 011 9 8 9 0
e) i)
-1 -4 1 1 1 01 0 9 8 9
1 110 0 09 8
1 1 2
by 2 3 1 3 3 31 8 8 8
3 4 -5 2 4 5 2 189 9 9
f) i),
3 4 5 1 8 9 10 10
124 2 2 3 4 8 9 10 11
2 7 3
3 1 -5 1 2 3 3 -2 -2 -2 =2
) 21 11 0 -2 -2 -2 -7
2 4 g
3 3 6 5 4 -2 -2 -7 -7
d _
)L o 1 33 2 2 -2 -7 =7 -7
2 4 6
1 2 3 4 27 44 40 55
-2 1 -4 3 20 64 21 40
h) 1)
3 -4 -1 2 13 —20 —-13 24
4 3 -2 -1 46 45 b5 &4
RjeSenje
a) 34 d) 0 g) 6 Jj) 8
b) -8 e) =3 h) 900 k) —250
c) =76 f 14 i) —4895 )1
#y Zadatak 2.4 Odredite x tako da vrijedi:
2 4 9 x x+T7T -7
a) lz 2 3/=0 d) |lz+7 z—7 =z |=-4
1 1 r—7 T x+7
2 39 8—x =7 0
b) |z 1 0/=0 e)| -7 8—x —-T7|=0
0 1 0 -7 88—z
5 =z x 4—=x T T
¢z 5 x/=0 )| = 3—x x | =36
z x 0 x T 3—x
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2.5 Zadaci za vjezbu

11—z 1 1 1
1 1—x 1 1
g) =0
1 1 1—2z 1
1 1 1 11—z
RjeSenje
a) r1 =2, 19 =3 e) 110 =8+TV2, 23=28
b) x12 = %@ /) xl,QZi@,xz&:U
c) 11 =0,20=5 g) x1=0,20=4

d) © = {37 ~ 0.0090729

#y Zadatak 2.5 IzraCunajte rang matrice:

(13 2 1 (101 1 1 1)
a) [4 9 5 4 1 -1 1 1 1
3 7 4 3 Y11 1 41
] ] 1 1 1 -1 1
1 0 -3 11 16 - -
o |3 5 12 0 -3 1 —2]
4 -5 -2 9 19 0 1 -3 0
(3 4 1 -5 -12 d |1 2 -4 5
3 -5 1 1
2 2 4 3
RjeSenje
a) r=2 b) r=2 c)r=4 d r=4

#y  Zadatak 2.6 IzraCunajte inverz matrice:

5 -1 0 4 4
a) A=|-1 5 —1 0C=145 5
0 -1 5| 4 5 6
- - (3 -3 -3
- d D 3 3 3
b) B=|4 -4 e
—3 -3 3
4 4 4 .
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2.5 Zadaci za vjezbu

d) inverzne postoji; matrica nije regularna;

30
0
—24

43 2 1] 12
3 6 4 2 18
2 4 6 3 —18
1 2 3 4 18
RjeSenje
[24 1 1
115 23 115
-1_ |1 5 1 -
a) A7 =5 & 5 detD =0
11 24 [ 2
[ T15 23 115 =
_ _1
0 5 3 ) BT =1 °
0
-1_ |1 1
by B =15 0 g .
11
s g5 0 -
- . [ 5
4
7 —1.0 B
o Cl=|-1 2 -1 pFEI=|B
0 -1 1 9
- 1
| T2
# Zadatak 2.7 Odredite matricu X tako da vrijedi:
6
a) - X = b) X -
5 9 4 8
RjeSenje
-1 -1
a) X =
3
S . 6 .
b) nema rjesenja, matrica nema inverz.
8
_ -3 2| . 1 2], .
#  Zadatak 2.8 Za matrice A = iB= izraCunajte:
3 3 3 5
a) (A-B)! b) (B-A)™1 c) A7l B
Rjesenje
7 16 3 _4 —9 _16
a) 3 b) 3 c) 3
-4 -3 -2 1 4 7
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-30
18
—12

—12
30
6
18

1

-+ 0 0
2 1

5 5 0

1 2 1
-5 5 5
0 -
7 _5 5]
36 36 9
2 _ 1 4
27 27 27
5 _5 29
27 54 54
1 1 1
36 36 18

2 4

9 18

d A-B 1
9 —4
d)
-6 3



2.5 Zadaci za vjezbu

r—3y="72
a) —3xr—4y+4z=4
20x 4 12y — 5z = 50

r+2y+3z2=14
b) 3z +2y+2=10
3z +y+2z=11

r+y+z=4
C) x+2y+4z=12
20 -3y — 2 =4

RjeSenje

a) (12,—20,—10)
b) (1,2,3)
C) (2a_173)

- Zadatak 2.9 Cramerovim postupkom rijeSite sljedeée sustave:

204+ 5y + 3z =2
d z+2y+22=1

r+y+z=1

20 —y4+2=2
€) 3rv+2y+2z=-2
r—2y+z=1

—rx+y—2z=1
f) z-y+z=-2
—r—y+3z=2

d) (1,0,0)
6) (27*1573)
f) (_17271)

r+3y+2z2=14
g 2r+y+z2="7
3x+2y—2="7

3r4+2y+2="7
hy z—-2y—2=1

T+ 3z=11

r+y+z=1
) x+3y+22=2
r+3y+z=3

g) (1,3,2)
h) (277173)

# Zadatak 2.10 Gauss - Jordanovom metodom eliminacije rijeSite sljedece sustave:

2042y —z4+w =4 rT+2y—5z2=206
dr +3y —2+2w==6 d) —2z+y+22=5
a)
8r + by — 3z + 4w =12 —3x+3y —42 =38

3r+3y—22+4+2w=2=06
Y r+y—2z=25

20+ 5y +4z+w =20 e) 2x+3y—=z=17

lx+3y+2z2+w=11 3r+2y—92=9

22 + 10y + 92 + Tw = 40
R N Tr — 3y + bz = 32
3z + 8y + 9z + 2w = 37

TSy + Oz 2w f) 5z+2+2=11

20 — by +4z+ 3w =4 2 —y+32=14

3r—4y+7z+ 5w =11
9) ’ 20 +5y+ 3z =2

dr — 9y + 8z +dw =28
v J ¥ v g r+2y+22=4

—3r+2y —5z+ 3w = -3
“ 4 : v r+y+4z=11
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2.5 Zadaci za vjezbu

rT—2y+z2z=5
h) 22 —y—22=-1

—r+2y+z=-1

T+3y+22=14
) 204+y+z2="7
3r+2y—2="7

20 —y—z—2w=1

—z4+y+2z+w=1

) Tr—5y+2z—4w =28
—3xr+2y+z2+2w=-3

—y+z+2w=3

r+y—32=3
—2r4+2y+z=-2
k)
r+4dy—2z=3

—2x 4+ bz = -2
Rjesenje

a) (1, -1)
(1 2,2 0)

c) (1,1,1,1)
d) (1,5,1)
e) nema rjeSenja
N (2,-1,3)
g) (12,-5,1)
h) (1,-1,2)
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T4+2y—324+2w=2
D) 20 +5y — 82+ 6w =>5
3z +4y —5z+2w=4

r+3y—4z=-5
m) 5z + 5y — 10z = —15
5r — Ty + 2z = —3

r+5y—32+17t=6
n 3x+y+52—5t=4

3x+2y+4z—t=5

r—4y+ 11z =4
0) 2x — 3y + 122 = —12
4 — 4y + 20z =5

i) (1,3,2)

J) Cw—1,2w—3,0,w),w € R

k) nema rjesenja

) (—242w,2z —2w+1,z,w),z,w € R
m) (-1+y,y,1+y),y eR

n) (—2z+3t+1,2z—t+1,2,t),2,t €R

0) nema rjeSenja



Poglavlje
Vektori

[ Vektori u ravnini i prostoru 1 Mjesoviti produkt
[ Skalarni produkt [ Svojstvene vrijednosti
[ Vektorski produkt i svojstveni vektori

3.1 Vektori u ravnini i prostoru

Definicija 3.1. Euklidska ravnina

Skup uredenih parova realnih brojeva (tzv. tocke u ravnini)

E? = {(z,y): z,y € R}
za koji je definirana udaljenost izmedu dvije tocke Ty (x1,y1), Ta(z2, y2) na sljedeci nacin

d(Ty,Tz) = \/(x2 — 21)% + (y2 — y1)?

nazivamo Euklidska ravnina u oznaci E2.

Definicija 3.2. Euklidski prostor

Na sli¢an nacin definiramo Euklidski prostor (oznaka E3) kao skup uredenih trojki
T(x,y, z) realnih brojeva (tocke u prostoru) za koji je definirana udaljenost pomocu

funkcije

d(Ty, To) = v/ (12 — 21)2 + (y2 — y1)2 + (22 — 21)2

% Napomena Funkcija d(T1,T) iz definicije Euklidske ravnine i prostora ima sljedeca svojstva
1. d(Th,Ty) € R,
2. d(Th,Ts) > 0, ivrijedi d(T1,T>) = 0 ako i samo ako je Ty = Ty,
3.d(Ty, Ts) = d(To, Th),
4. vrijedi “nejednakost trokuta” d(Ty,Te) < d(T1,T) + d(T, T),

Definicija 3.3. Orijentirana duZina

Za bilo koje dvije tocke A, B € E? uredeni par (A, B) nazivamo orijentirana duZina,
kojoj je tocka A poletna, a B zavrsna.

o Na isti nacin moZemo definirati pojam orijentirane duzine u prostoru E3.



3.1 Vektori u ravnini i prostoru

o Orijentiranu duZinu (A, B) standardno oznacavamo s Ag.

Zorno orijentiranu duZinu prikazujemo pomocu duZine odredene tockama A i B sa stre-

B

A

licom u krajnjoj tocki B.

Definicija 3.4. Ekvivalentne orijentirane duzine

Orijentirana duZina 1@ ekvivalentna je orijentiranoj duZini C—’ﬁ
AB=CD

samo ako duzine AD, BC imaju isto poloviste.
B D B
% ; Z ; D
A C A C

Definicija 3.5. Pojam vektora

Skup svih orijentiranih duZina ekvivalentnih s 1@ nazivamo vektor predstavljen orijenti-

ranom duZinom ABu oznaci [E]

S

Napomena
o Cesto prilikom racunanja s vektorima koristimo orijentirane duZine, npr. za vektor [Jﬁ]
uzimamo z@
o Vektore standardno oznacavamo strelicom iznad malih latinicnih slova, primjerice @, l;, -
o Ako orijentirana duzina ﬁ predstavija vektor d, tada orijentirana duZina B—x>4 predstavlja
vektor —a.
o Vektor —a nazivamo suprotan vektor od d@.

— -
o Za bilo koju tocku A € E? orijentirana duZina AA predstavlja nulvektor u oznaci 0.
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3.1 Vektori u ravnini i prostoru

o Skup svih vektora u ravnini oznacavamo s V2, u prostoru s V3.

o Svaki vektor jednoznacno je odreden svojim modulom, smjerom i orijentacijom.

Definicija 3.6. Modul vektora

Modul ili duljina vektora @ u oznaci |d| je duljina bilo koje orijentirane duZine z@ koja

predstavlja taj vektor, tj.

@ Napomena
o Modul vektora je pozitivan realan broj.
o Modul nulvektora iznosi 0, i to je jedini vektor duljine 0.

o Suprotni vektori u ravnini (prostoru) imaju isti modul, tj. vrijedi |—d| = |d|.

Definicija 3.7. Smjer vektora

Smjer vektora @ u oznaci sz odreden je pravcem na kojem leZi orijentirana duZina A§

koja predstavlja taj vektor.

QL

% Napomena
o Smjer vektora ne ovisi o izboru predstavnika, jer su pravci iz iste klase ekvivalentnih
orijentiranih duzina paralelni.
o Jedini vektor za koji smjer nije odreden je nulvektor, 0.

o Suprotni vektori u ravnini (prostoru) imaju isti smjer.

Definicija 3.8. Orijentacija vektora

Neka su @,b € V? (s istim pocetkom O) vektori istog smjera sz, te A, B njihove zavrine
tocke. KaZemo da vektori a,b imaju istu orijentaciju, ako A, B leZe na pravcu sz s iste

strane tocke O, a suprotnu orijentaciju ako su s razlicitih strana tocke O.
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3.1 Vektori u ravnini i prostoru

— —
Istu orijentaciju imaju O A, O? a suprotnu orijentaciju imaju O A, O? .

@ Napomena
o Samo vektore istog smjera moZemo usporediti po orijentaciji.
o Suprotni vektori u ravnini (prostoru) imaju suprotnu orijentaciju.

o Nulvektor 0 nema orijentaciju.

Definicija 3.9. Jednakost vektora

o Za dva vektora kaZemo da su jednaki ako i samo ako imaju iste duljine, smjerove i

orijentacije.
o Dva vektora su suprotna ako i samo ako imaju iste duljine i smjer, te suprotnu

orijentaciju.

Definicija 3.10. Pravilo trokuta i paralelograma

Neka je d = [ﬁ] bilo koji vektor te neka je b = [B?] vektor koji ima pocetak u zavr$noj

toCki vektora d, tada vrijedi

g=3a+5=[AB] + [BC] = [AC]

za pravilo trokuta, dok zbrajanje dva vektora iz iste pocetne tocke nazivamo pravilo

paralelograma.
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3.1 Vektori u ravnini i prostoru

Svojstva zbrajanja vektora

zbrajanje je asocijativno (G +b) + &= a@ + (b + )

©

o komutativno a + b=1b +a

za nulvektor 0 vrijedi 0 + @ = @

o za svaki vektor d postoji suprotni vektor —a takav da vrijedi —d + d = 0

Za bilo koja dva vektora d, b njihova razlika definirana je s d — b=a-+ (—l;)

S

Definicija 3.11. MnoZenje vektora skalarom

MnoZenje vektora skalarom jest produljivanje (rastezanje, dilatacija) ili skracivanje (ste-
zanje, kontrakcija) vektora.
Produkt realnog broja i vektora u oznaci \d definiramo na ovaj nacin:
1. modul |\d| = |\||d| jednak je produktu modula vektora i apsolutne vrijednosti
realnog broja

2. smjer s\g = Sg oStaje isti,

3. orijentacija za A > 0 ostaje ista, odnosno za A < 0 postaje suprotna.

Svojstva mnoZenja sa skalarom.
Za realne brojeve \, 11 i vektore @, b vrijedi:
° )\EL’:@akoisamoakojekinli&’:ﬁ
o kvaziasocijativnost, vrijedi \(u@) = (Ap)d
o jedinica za mnoZenje, 1 -a = a
o distributivnost na zbrajanje skalara, (A + p)d = A\d + pud

o distributivnost na zbrajanje vektora, N(@+ b) = A\@ + \b

Primjer 3.1 U ¢etverokutu ABC D, to¢ke M i N su polovista stranica AB i C'D. Izrazite vektor

[W | pomocu vektora [1@], [ﬁ]

Rjesenje Promotrimo Cetverokut ABC D i iskoristimo pravila za zbrajanje vektora. Za pocetak
vektor [M 13] moZemo zapisati kao zbroj vektora (u ovom slucaju 3) kojemu je pocetna tocka M,
a zavrsna N. Nakon toga iskoristimo informaciju da su tocke M i N polovista stranica AB i

CD te dalje pravilo trokuta za zbrajanje vektora.
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3.1 Vektori u ravnini i prostoru

W:Aﬁ+%+ﬁ:%ﬁ+ﬁ+%@:%ﬁ+(%ﬁ+%%)+%@
_ (;@g@%(;@%@) — . (aB+BC) + | (B¢ + D)
-3 (3¢ 50)

Definicija 3.12. Kolinearni vektori

Za vektore koji imaju isti smjer kaZemo da su kolinearni.
Neka su a, b kolinearni vektori i neka vrijedi @ # 0, tada postoji jedinstveni A € R takav

da vrijedi b= \d.

@ Napomena
o Nulvektor je kolinearan sa svakim vektorom.

o Ako su vektori @, b nekolinearni tada vrijedi A\d + ,ul; =0 = A=p=0.

Definicija 3.13. Paralelni vektor i ravnina

Za vektor @ € V> kaZemo da je paralelan s ravninom 11 ako je njegov smjer paralelan s

nekim pravcem iz ravnine.

Definicija 3.14. Komplanarni vektori

Za vektore iz V> paralelne s istom ravninom kaZemo da su komplanarni.

@ Napomena
o Kolinearni vektori su uvijek komplanarni.

o Bilo koja dva vektora iz V3 su uvijek komplanarna.
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3.1 Vektori u ravnini i prostoru

Definicija 3.15. Baza V?

Svaki uredeni par nekolinearnih vektora ((i, E) cini bazu prostora V2. Za svaki vektor

¢ € V2 postoje a, B € R takvi da vrijedi

¢ = ad+ Bb.

Definicija 3.16. Baza V>

Svaka uredena trojka nekomplanarnih vektora (&', 5, E’) cini bazu prostora V3. Za svaki

vektor d € V3 postoje o, B,y € R takvi da vrijedi

d = ad+ Bb+~é

Definicija 3.17. Koordinatizacija vektora u Euklidskoj ravnini

Ako je u Euklidskoj ravnini zadan Kartezijev koordinatni sustav, tada za bazu prostora
V? uzimamo uredeni par vektora (Z, ;) predstavljen usmjerenim duZinama iz ishodista
prema tocki (1,0) za i te prema tocki (0,1) za j.

Y

Svaki vektor @ € V? ima jedinstveni prikaz u bazi (Z, j)
a = agi+ ayf

gdje su a, ay € R koordinate vektora u toj bazi.

@ Napomena Za jedinicne vektore vrijedi da je:

o duljina =1,

1=l
o smjer vektora i Jje x-os (pravac y = 0), a za vektor ; Jje y-os (pravac x = 0),

o orijentacija za vektor i je (0,0) — (1,0), a za vektor jje (0,0) — (0,1).

@ Napomena

o Ubazi (i:; modul vektora odreden je s |d| = /a2 + a2 .
o Vektori d, b € V2 su kolinearni ako i samo ako vrijedi

az Gyl 0.

by by
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3.1 Vektori u ravnini i prostoru

o Standardni prikaz vektora usmjerenom duZinom za tocke P, (Q dan je izrazom

PO = (xq — zp)i + (yo — yr)J

Primjer 3.2 Odredite standardni prikaz AB odredenog tockama A(2,3), B(3,—2).

RjeSenje
AB=(3-2)i+(-2-3)j=7-5]

Definicija 3.18. Koordinatizacija vektora u Euklidskom prostoru

U Euklidskom prostoru s Kartezijevim koordinatnim sustavom, uzimamo za bazu prostora

(239

predstavljenih usmjerenim duZinama iz ishodista (tocka O(0,0,0)) prema tocki (1,0,0)

V3 uredenu trojku vektora

za vektor i, tocki (0,1, 0) za vektor j, te tocki (0,0, 1) za vektor k.
Yy

T,

<y

> > @
EI

i

!

Za bilo koji vektor d predstavljen orijentiranom duZinom izmedu tocaka

Ti(z1,91,21), To(x2,y2, 22)

vrijedi

d= (22— 21)i + (y2 — y1)j + (22 — 21)k
Svaki vektor @ € V3 ima jedinstveni prikaz oblika
T = ayi+ ayf+ aZE.
gdje su az,ay,a, € R koordinate vektora u toj bazi.

Y

A

S

ay]

.
8

—

ak Az
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3.1 Vektori u ravnini i prostoru

o U toj bazi modul vektora iznosi

|d| = \/a2 + a2 + a2

o Vektori d, g, cev?

a = agi+ ayj—i— azE
b =byi+b,j+b.k
c = cxf~|— cﬁ—i— CZE

su komplanarni ako i samo ako vrijedi

ag ay a
by by b,|=0
Cx Cy Cs
Primjer 3.3 Odredite standardni prikaz vektora AB izmedu totaka A(2,3,4), B(3,—-2,-1).
RjeSenje

AB = (3-2)i+(-2—3)]+ (-1 - 4)F =7 —5j - 5%

Primjer 3.4 Izra¢unajte duljinu vektora @ = 4i + 2j — 2k .

Rjesenje |a| = /42 +22 + (-2)2 =24 =26

Primjer 3.5 Ispitajte komplanarnost vektora

a =-—20—8j+2k
b =3i+7]+9%k
¢ =—4i—9j— 9k
Rjesenje
Gy Gy Gy -2 -8 2
by by b|=|3 7 9 | =38£0 = vektori nisu komplanarni
Cx Cy C —4 -9 -9
Primjer 3.6 PrikaZite vektor & = —i + 3]' kao linearnu kombinaciju vektora @ = 3i + 2]'1

b=4i—j
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3.1 Vektori u ravnini i prostoru

RjeSenje
= \d+ ,ug

P37 =n (3Z+ 2}) tu (4?- j)

—i+ 37 =3\ +2)\] +4pi — jp
—i4+3]=0BA+4p)i+ A —p) ]
izjednacavanjem dobijemo sustav za \, i koeficijente

-1 =3x+4u A =1

=

oL
I
=T
|
Sl

Primjer 3.7 Odredite \ tako da vektori @ = 5i + 2;i b= —3i+ )\j budu kolinearni.

RjeSenje

2 6
=0= )\:0:>5)\+6:0:>)\275

Primjer 3.8 Odredite m i n tako da vektori @ = i +mj+2k i b = 2i+ 37 +nk budu kolinearni.

RjeSenje
. . 1 =2
a =Ab
5 o o o N = m =3\ = m
T4+ mj+ 2k :)\<2i+3j+nk) \
2 =n

44

= Nl M=



3.2 Skalarni produkt

3.2 Skalarni produkt

Definicija 3.19. Skalarni produkt

Za dva vektora d, b definiramo skalarno mnoZenje d - b
o ako je barem jedan nulvektor, onda je a - b=0,

o ako su oba razliciti od nulvektora, onda je @ - b = |d|

5‘ cos £(a,b).

@ Napomena Za skalarni produkt vrijedi

-d@ = |d@|?, skraceno @ = |a|*

ST

)
o —i-d=—|a*
o pozitivna definitnost, @*> > 0

o komutativnost, @ - b=b-a

S
S

=\a-
o distributivnost, @ - (b+¢&) =@ b+

)

o kvaziasocijativnost, (AQ@) -

- C

ST

o Za svaki izbor vektora a, b vrijedi

—

e (@+D)2 =T +b2+23-b
e (@—b2=a+0*—-2i-b

Definicija 3.20. Okomitost vektora

Bilo koja dva vektora d, b su okomita, ako i samo ako vrijedi @ - b = 0

@ Napomena Za bazu (Z, ;) vrijedi

=0

(]

Pi=ji=1 i
stoga kaZemo kako je to ortonormirana baza za V.
Za bazu (Z, f, E) vrijedi
ii=j-j=k-k=1
a ostale kombinacije su 0 (vektori baze su okomiti) stoga je to ortonormirana baza za V3.

Koordinate vektora u ortonormiranoj bazi nazivamo ortogonalne ili pravokutne koordinate.

Definicija 3.21. Kut izmedu dva vektora

Za bilo koja dva vektora u ortonormiranoj bazi (;, j) vrijedi
a :amz+ ayj .
. . ¢ = a-b=azb; + ayby
b =bzi + byj
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3.2 Skalarni produkt

Kosinus kuta izmedu dva vektora iznosi

—

- b bz + ayb
cos £(d,b) = a — = Gaba + Oyby .
allf| \faz+az 240

(3.1)

Napomena Predznak kosinusa kuta dva vektora odreden je predznakom skalarnog produkta, tj.

predznakom brojnika u formuli (3.1).

Napomena Iz formule za kosinus kuta dva vektora moZemo zakljuciti sljedece

—. -,

cos £(d,b) | £(a,b) | Kut
>0 <0, %> Siljasti
=0 g pravi (vektori su okomiti)
<0 <%, 7T> tupi

Tablica slijedi iz definicije funkcije kosinus na jedinicnoj kruznici.

Zbog komutativnosti skalarnog produkta

i-b=b-a
os (@) ,sin (a))
. kut izmedu dva vektora je uvijek iz intervala

1Q‘J ! ’ (0,7).

Definicija 3.22. Racunanje skalarnog produkta u prostoru

Za bilo koja dva vektora d, be V3 vrijedi
G b= Wity = Wl 40 @bl

dok kosinus kuta izmedu njih iznosi

1

= a-b azby + ayb, + a.b
Cosl(a’b): _‘_‘: $$+yy+ zYz
|al[o] \/ag +a? +ag\/bg + b2 4 b2
Za svaki vektor @ € V3 vrijedi
cosa:aT, cosﬁ:a—_z,/, cos'y:a—f.
|dl [ [

gdje je o, 3,y kut izmedu vektora @ i jedinicnih vektora ;,5, k.

Definicija 3.23. Ortogonalna projekcija na vektor

Neka je zadan vektor d #+ 6, tada za proizvoljan vektor b definiramo ortogonalnu (vek-

torsku) projekciju na d
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3.2 Skalarni produkt

Duljina ortogonalne projekcije (skalarna komponenta) iznosi
_a-b
jal -

Definicija 3.24. Ortogonalna projekcija na pravac i ravninu

Ortogonalna projekcija na pravac je projekcija na njegov vektor smjera, dok ortogonalnu

(vektorsku) projekciju na ravninu 11 koja ima vektor normale 7i definiramo s

Pu@=a-2

Primjer 3.9 Neka su zadane tocke A(1,2), B(3,—1),C(1,5) i D(—1, 3). Koliko je AB.CDi

koliko iznosi kut izmedu ta dva vektora?

RjeSenje Prvo cemo zapisati vektore Ag, C 13 u standardnom prikazu, a zatim iskoristiti dva

nacina racunanja skalarnog produkta kako bismo odredili traZeni kut.
AB = 27 — 3],
CD = —2i — 2]
AB . CD =2 (~2)+(-3)-(~2) =2

AB.CD 2 1
cos<(ﬁ,@): ‘EH@‘ = \/m\/m: /26

<(AB,CD) = 1.373 = 78.69°

—

Primjer 3.10 Koliki kut zatvara rezultanta sila F| = [3,2,—1], F, = [2,-1,1,] Fy = [1,1,1]

s osi z?

RjeSenje Rezultantu sila moZemo izracunati direktnim zbrajanjem vektora po njihovim kompo-
nentama, a zatim se problem svodi na traZenje kuta izmedu dva vektora koristenjem oba pravila

za racunanje skalarnog umnoska.
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3.2 Skalarni produkt

R=Fi+ B+ FB=3i+2] —k+2—j+k+i+j+k=6i+2j+k
0s z je odredena vektorom k = (0,0, 1]

Rk 04041 1
3 ;;“ V36+4+1-vV1 VA4l

Rl -
(R, k) =1.414 = 81.015°

cos <1(R, k) =

Primjer 3.11 Na krovistu u obliku Cetverostrane piramide, Cija je baza kvadrat stranice 11, a

visina 7, koliki je kosinus kuta kosog brida prema osnovici?

RjeSenje Problem se svodi na pronalaZenje kuta izmedu hipotenuze i katete pravokutnog trokuta
koja se nalazi na bazi dok je druga kateta visina piramide. Odaberimo jedan vrh kvadrata
kao ishodiste koordinatnog sustava tako da se stranice kvadrata i visina piramide nalaze na
koordinatnim osima x,y i z. Hipotenuzu i katetu pravokutnog trokuta prikaZemo kao vektore bi

a preko jedinicnih vektora u prostoru i, j i k te konacno racunamo kut izmedu ta dva vektora.

z

. b
oS p = =
(11/2,11/2,7) ’C_i‘ ‘b‘
. 117+114
a=—1+ —
9T g
Lo 11. 11—
b= —i+ —j+ 7k
224—2]—1-
121 121
7_{_7
cosp = ——4_ —(.7433
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 121 219
2 2
" — p~42

Primjer 3.12 Ako sile [y i F; zatvaraju kut % i ako je |Fi| = 7N, |F3| = 2N, koliko iznosi

duljina njihove rezultante?

Rjesenje Bududi da su sile zadane samo svojim modulima i kutom izmedu njih, ne moZemo
ih zbrojiti po komponentama, nego cemo iskoristiti definiciju i svojstva skalarnog umnoska.
Promotrimo rezultantu kao zbroj dvije zadane sile i zapisimo njezin kvadrat:
R=F +F,
R’ =R-R=(Fi+F) (Fi +F)=F-F+F-F+2F - F)
= \FH|2+]F'2\2+2|F’1\|152]005<I) =72+22+2-7.2é=67

= ‘Fi‘:\/ﬁ

w

-,

Primjer 3.13 Izradunajte (2a+ E) - (2& - 35) , ako je || = 2, ‘E‘ = 3i<(d,b)=T.
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3.2 Skalarni produkt

Rjesenje Koristimo svojstva skalarnog umnoska i dane podatke o vektorima d i b.
(2 +5) - (2 - 35) = 4a® — 6@ -5+ 23 - — 38

— 4G% — 43 b — 3b2

- - -2
— 4G - 4|a|‘b] cos <1(d@, b) — 3‘19]
:4-4—4-2~3(:os<§ -39
1
=16—24.- - —27=-23
2
Primjer 3.14 Stranice pravokutnika su ¢ = 12, b = 5. Kolika iznosi duljina ortogonalne
projekcije stranice a na dijagonalu?

RjeSenje Stranice a i b promatramo kao vektore u smjeru osi x i y te dijagonalu lako moZemo

prikazati pomoci njih:

1 @=120b="5 d=12+5]
5
d iskoristimo formulu za ortogonalnu projekciju
b P(@) vektora @ na vektor d
5 () i-d 14440 144
E -la = - = —_
a IOWC d d| V144 +25 13

=11.07

Primjer 3.15 Odredite projekciju vektora d=1i+ 2}' + 3k na ravninu okomitu na vektor
T=i+]+k
RjeSenje Bududi je ravnina okomita na vektor U, moZemo ga smatrati vektorom normale te

ravnine.

z’+]’+l¥):5+2j’+3l§—2~(5+5+l§>
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3.3 Vektorski produkt

3.3 Vektorski produkt

Definicija 3.25. Vektorski produkt (u \%))

Za dva vektora definiramo vektorsko mnoZenje @ x b
o ako su kolinearni, onda je @ x b=0
o ako nisu kolinearni, tada za C = @ X b vrijedi
b| sin £(a, b)

o smjer od C zadan uvjetom okomitosti sz L sz i sz L s

& modul od € odreden s |d|

o orijentacija od C je takva da uredena trojka d, b, C predstavlja pozitivno ori-

Jentiranu bazu

@ Napomena Vektorsko mnoZenje je posebnost prostora V3.

S

ST

Modul vektora |¢| daje povrsinu paralelograma odredenog vektorima @, g, dok je njegov smjer

uvijek okomit na ravninu odredenu tim vektorima.

Definicija 3.26. Racunanje vektorskog produkta

Za bilo koja dva vektora @, be V3 vrijedi

Primjer 3.16 Izracunajte vektorski produkt @ x b za vektore @ = 2i+ 3}4— 5k ) b=i— 5f+ 2% .

i ]k
Rjesenje a x b=1[2 3 5|= Laplaceov razvoj ili Sarrusovo pravilo = 317 + j — 13k.
1 -5 2

Primjer 3.17 Odredite sve jedini¢ne vektore okomite na @ = 3i + 2]' + E, ib=1+ 2}+ 3k.
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3.3 Vektorski produkt

Rjesenje Bududiza vektore ¢ =d x bid = b x d vrijedi ¢,d L d,b, racunamo:

.0

ik
C=axb=1|3 2 1|=i(6-2)—7(9—1)+k(6—2) =47 — 8] + 4k
12 3

Jedinicni vektor u smjeru vektora c:

¢ ai-sjrai A-THE) 7oo74R

C_':—: = =
7 1d T VI61 64+ 16 NG V6

Iz svojstva vektorskog umnoska vrijedi d=bxd=—axb=—4i+ 8} — 4F.
- - d i—2j+k
Jedinicni vektor u smjeru vektora d: dg = — = —ﬁ.
M V6

Definicija 3.27. Vektorski produkt za ortonormiranu bazu

Za ortonormiranu bazu <;, f, E) vrijedi sljedeca tablica vektorskih produkata
77|k
il 0| k|—7
Fll-flal| 7
k|| 7 |-i| 0
@ Napomena Za vektorski produkt vrijedi
antikomutativnost @ x b= —b x @

kvaziasocijativnost  (A@) x b= A (d’ X g)
kvaziasocijativnost d X (
distributivnost  d x (5 + 5) = (c'i X g) + (@ x?)
+ (

distributivnost (EL’ b) x &= (@x e+ (5 X E)

o nema jedinice za vektorsko mnoZenje, tj. ne postoji € € V3 takav da vrijedi

eExad=axe=a

Primjer 3.18 Neka su @, b, ¢ € V3 takvi da vrijedi @ x b = @ x & Mora li vrijediti b = &?

Rjesenje Ne. Naprimjerzad = [1,2,3], b= [1,1,1] i &= [2, 3, 4] ne vrijedi gornja jednakost.
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3.3 Vektorski produkt

@ Napomena Za svaki vektor @ € V3 vrijedi
axd=0,

tj. sam sebi je kolinearan.

Definicija 3.28. Kriterij kolinearnosti u ortonormiranoj bazi

Za dva vektora a, b #* 0 u bazi (Z, j, l_a:)
= azi+ ayj'—k azE
b= byi+b,j+b.k

vrijedi
Axb=0 & _%_ 2%
by Uy U

@ Napomena Za nekolinearne vektore d,b povrsina paralelograma i trokuta odredenih tim

vektorima iznosi

-,

Ry:pxqua@smgw,)
b blsin £(a,b) PAzl"’xl_f
2
i

Definicija 3.29. Lagrangeov i Jacobijev identitet

Veza izmedu skalarnog i vektorskog produkta dana je Lagrangeovim identitetom
7\ 2 7\ 2 2772
(@5) + (axd) =a%
Za svaki izbor @, b, & € V3 vrijedi Jacobijev identitet

(5x®x5+(%@§xa+wx®x5=6

—.

HM@&HAMEW:WzQM@@:gmMMmm@xa-@xa?

RjeSenje Iskoristimo definiciju i svojstva vektorskog i skalarnog produkta:

@xﬁ-@xﬂzﬂﬁxﬂiz f:(mwgﬂm«aaf

() (1) -

- -

, — 2;' — 2k budu okomiti.

axb

Primjer 3.20 IzraSunajte \ tako da vektori @ = 27 + A\j + kib =4
Odredite vektorski produkt vektora dy i d}, pri ¢emu je di=ad+bidy=a—b.
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3.3 Vektorski produkt

RjeSenje Iz uvjeta za okomitost vektora slijedi:
ilbesdb=0— (2?+Aj‘+/2) : (45—2}—212?) —0
8—2A—-2=0=X=3
Izracunajmo vektore d_i, d_é :
dy=i+b=2i+3+k+4i—2]—2k=6i+j—k
dy=d—b=2i+3j+k—4i+2]+2k =—2i+5] + 3k

Sada je:
dixdy=|6 1 —1
-2 5 3

(13- (~1):5) = J(6:3~ (-2)- (-1) + (65~ (-2) - )

=87 — 165 + 32k

Primjer 3.21 IzraCunajte povrSinu paralelograma razapetog vektorima

G=1i+43j— 4k, b=1i+2j+ 3k.

Rjesenje Povrsina je jednaka duljini, to jest modulu vektora @ x (_{’ stoga najprije racunamo

vektorski produkt kao determinantu matrice, a potom njegov modul.

ik
Axb=[1 3 —4/=7(9+8) —j(3+4)+k(2-3)=17i—7]—k
12 3
P =|ix 5" = V172 + (=7)2 + (—1)2 = /339

Primjer 3.22 IzraCunajte povrSinu trokuta razapetog vektorima

d=1—7,b=—30+2].

RjeSenje Vektori su zadani u xy ravnini $to znaci da im je komponenta uz vektor k jednaka 0.

P:%‘c‘ixg‘
i ]k
ixb=[1 -1 0/=i(0—0)—7(0—0)+Fk(2—3)=—k
-3 2 0
1., 4 1 1
P=5laxd =5V =3

Primjer 3.23 Zadano je |d| = 5, |b| =4, d - b = 10. IzraCunajte ’d’ x b|.

‘,‘
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3.3 Vektorski produkt

sin £(d, b).
Nedostaje nam kut izmedu vektora koji cemo izracunati koristeci definiciju skalarnog produkta:

. a-b 1 1 .
cos £(d,b) = a-b 0 —

Rjesenje Iz definicije vektorskog produkta znamo: ’c‘i X 5’ =ldl - ‘5

Sada je:

S

a X

sin £(@,b) = 5-4 - sin (g) _20. Y3 _10v3

:’5‘.‘5

Zadatak moZemo rijeSiti i pomocu Lagrangeova identiteta:

—. -, —, -,

(@ b2+ (@xb)?=a*’ < (@-b)-(@-b)+@xb)-(@xb)=(a-ayb-b)

odakle slijedi
2 e
= |d|

2

o o2 o
axb b‘ —)a-b

uvrstavanjem vrijednosti iz zadatka dobijemo

412
‘c‘ixb‘ —52.42 — 102 = 400 — 100 = 300
Sto daje konacan rezultat
‘a % b| = v/300 = 10v/3.

Primjer 3.24 Neka su @, 5, ¢ € V3 takvi da vrijede jednakosti @ x b=ax c, a- b=q-c Mora
li vrijediti b = &7

RjeSenje Da. Iz zadanih jednakosti i Lagrangeovog identiteta vrijedi a2b? = a’c, to jest
= & Opcenito kada bi imali b =% C tada vrijedi b2 £ & §to daje kontradikciju. Stoga

zakljucujemo b=2
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3.4 Mjesoviti produkt

3.4 MjeSoviti produkt

Definicija 3.30. MjeSoviti (vektorskoskalarni) produkt

Kombiniranjem skalarnog i vektorskog mnoZenja dobivamo mjesovito mnoZenje koje ure-

denoj trojci vektora pridruZuje realan broj definiran

(a’,z}’,(?) - (aw?) &

Mjesovito mnoZenje racunamo u ortonormiranoj bazi pomocu determinante
Uy @y O
- 7 >
<aa b, C) = by by b,

Cx Cy C;

@ Napomena Parnom permutacijom trojke vektora, mjesoviti produkt se ne mijenja, dok se

neparnom permutacijom mijenja samo predznak rezultata.
(6,(),6’) _ <b,6’,6> - (aa,b) __ <d’,5,b> __ (E,b,d’) —_ (b,a,a)

@ Napomena Uvijek vrijedi (d’ X 5) -C=a- <l; X 6') .

Definicija 3.31. Komplanarnost vektora

MjesSovito mnoZenje tri vektora jednako je nuli onda i samo onda kada su ti vektori

komplanarni.

Primjer 3.25 IzraSunajte A tako da vektori @ = i + (2A+1)7, b = 20+ 2\j + 2k ié¢=i+ )+ k

budu komplanarni.

RjeSenje Prema definiciji komplanarnosti vektora slijedi:

1 2241 0
2 2\ 2/ =0
1 1 1

1-2A—2)— (2A+1)- (2—2)+0-(2—2)\) =0
2A—2=0=A=1

Primjer 3.26 Pokazite za par vektora @, be V3 jednakost
(@-5) x (@+5) =2 x&.
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3.4 Mjesoviti produkt

RjeSenje Koristimo svojstva vektorskog produkta:

(5—5) - (a+6)zaxa’+ax6—6‘xa—6x5:6+dx5—(—a*><5)—6

Definicija 3.32. Volumen paralelopipeda

Volumen paralelepipeda razapetog vektorima a, l_;, C jednak je apsolutnoj vrijednosti mje-

Sovitog produkta

Definicija 3.33. Volumen prizme

Volumen prizme razapete vektorima @, 5, Cjednak je

Prizma

20

Definicija 3.34. Volumen tetraedra

Volumen tetraedra razapetog vektorima a, b, ¢ jednak je

Tetraedar
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3.4 Mjesoviti produkt

Primjer 3.27 IzraCunajte volumen paralelopipeda razapetog vektorima

G=i—j+2k b=2i+],&=30—j+2k.

RjeSenje Izracunajmo mjesoviti produkt vektora, a zatim njegovu apsolutnu vrijednost.

1 -1 2
(a’,z?,a): 1 0l=-d4—Vv= (5,5,5) — |4 =4
3 =1 2

Primjer 3.28 Izracunajte volumen tetraedra odredenog vrhovima
A(()?O?O)? B(27070)7 0(072’0)7 D(O7O72) *

Izracunajte visinu povucenu iz vrha D na bazu ABC.

RjeSenje Koristimo dvije formule za volumen tetraedra:

1 1 -

gdje je P povrSina baze tetraedra, tj. trokuta ABC. Najprije odredimo standardni zapis vektora

za zadane pocetne i zavrsne tocke:

Sada je
2 00
‘(*5*) lo 2 oll=i8|=8—v=2_12
a ,C — = = —_ - = =
’ 6 3
0 0 2
Iz druge formule dobijemo
1 3V
V:§'U‘P:>'U:?

Povrsinu baze P moZemo izracunati kao povrSinu trokuta razapetog vektorima a,b: P =

1 o
f‘c‘ixb‘
2

ST
X
S
I
.
w
[SVIIEN

o O
Il
i
]
Sy
Il
N

S N
N O Sy
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3.5 Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori

3.5 Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori

Definicija 3.35. Linearni operator

Neka je V™ vektorski prostor. Preslikavanje L : V* — V™ koje preslikava jedan vektor u

drugi i pri tome c¢uva linearnu strukturu naziva se linearni operator.

@ Napomena Linearni operator zapisuje se u obliku kvadratne matrice reda n, a vektor se moZe

zapisati u obliku stupcaste matrice tipa n X 1.

Definicija 3.36. Svojstvene vrijednosti i vektori linearnog operatora

Neka je L : V™ — V" linearni operator na vektorskom prostoru V™. Vektor a # 0za koji
postoji A € R takav da vrijedi
L(a) = \d

naziva se svojstveni vektor linearnog operatora L.
Svojstvena vrijednost linearnog operatora L je realni broj A vezan za svojstveni vektor

a za koji vrijedi L(@) = \d.

@ Napomena

o Linearni operator moZe imati najvise onoliko razlicitih svojstvenih vrijednosti kolika je
dimenzija prostora.

o Za razlicite svojstvene vrijednosti postoje razliciti svojstveni vektori, dok za jednu svoj-
stvenu vrijednost postoji vise svojstvenih vektora: ako je a svojstveni vektor, tada je
ad, Ya # 0 takoder svojstveni vektor.

o Svojstveni vektor mora biti razlicit od nulvektora, dok svojstvena vrijednost moZe poprimiti
bilo koju realnu vrijednost, ukljucujuci nula.

o Jednadibu L(@) = A\d moZemo zapisati u matricnom obliku: (L — XI)@ = 0, cija

netrivijalna rjeSenja postoje ako je det(L — \I) = 0.

Definicija 3.37. Karakteristicna jednadzba, polinom, spektar

Karakteristicna jednadzba linearnog operatora L : V" — V" je jednadzba
det(L— X)) =0, L,I€ M,.

Karakteristicni polinom linearnog operatora L je polinom za nepoznanicu \ koji se
dobije rjesavanjem determinante iz definicije karakteristicne jednadzbe i Cije nultocke su
svojstvene vrijednosti linearnog operatora L.

Spektar linearnog operatora L, u oznaci o(L), je skup svih svojstvenih vrijednosti line-
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3.5 Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori

arnog operatora L.

Linearni operator se moZe zapisati u obliku dijagonalne matrice koja na dijagonali

ima samo svojstvene vrijednosti.

Odredivanje svojstvenih vrijednosti i vektora za linearni operator L : V" — V"
1. Odredimo karakteristicni polinom Py, (\) iz jednadzbe det(L — \I) = 0.
2. Izracunamo nultocke karakteristicnog polinoma P,(\),{\; € R : P,(\;) = 0,1 =
1,...,n}
3. Za svaku razli¢itu nultocku \; rijesimo sustav (npr. Gaussovom metodom) (L — N\, 1)Z = 0

Cije rjeSenje je svojstveni vektor T odreden svojstvenom vrijednosti \;.

Primjer 3.29 Izracunajte svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore linearnog operatora L za-

danog matricom

-5 2

2 1 1

a) L=
-2 by L=1]1 2 1
11 2

RjeSenje

a) Izracunamo L — \I:

-5 2 1 0 —5—A 2
L\ = )\ -
2 =2 01 2 -2-A
Odredimo det (L — \I):
—5—-A 2

=(=5—=AN)(=2=XN)—4=X+TA+6
2 —2—=A

Karakteristicni polinom je: Py(\) = A2 + T\ + 6.
Nultocke karakteristicnog polinoma su: Py(\) = N2 +7A4+6 =0 = A= —1,\ = —6.
Spektar linearnog operatora L je skup svojstvenih vrijednosti c(\) = {—1, —6} .

Za sve svojstvene vrijednosti rjeSavamo sustav:

(L-NDT =0
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3.5 Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori

Za)\:—limamo(L—(—l)I)?:(L—{—I)?ZB>

-5 2 1 0 T
+ . =
2 =2 01 Y 0
—4 2 |
2 -1 Y 0

—4dx+2y| |0
20 —y 0
-4z +2y=0

2t —y=0—=y =2z

T 1 o -
Svojstveni vektori za A = —1 su: T = =z =11 =1+2j
2x 2
Za/\:—Gl'mamo(L—(—6)])?:(L—|—6I)7:6>
-5 2 6 x 0
+ =
2 =2 Y 0
1 2 T 0
2 4 Y 0
r+2y | |0
2z + 4y 0
rz+2y=20

1
2x+4y:O:>y:—§x

x - -
Svojstveni vektori za A = —6 su: T = L= | = =i %j
27 )
Dakle, linearni operator zadan matricom

L=

ima sljedece svojstvene vrijednosti i pripadajuce svojstvene vektore

M=-1 = Z=i+2]
I
Ao=—6 — :?5:@'—53'

Vektori T1 , T5 su ortogonalni, te odreduju jednu bazu za V2. U toj bazi linearni operator

L ima dijagonalni zapis sa svojstvenim vrijednostima na glavnoj dijagonali

-1 0
0 -6

L:
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3.5 Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori

b) Izracunamo L — \I:

2 1 1 100 2-x 1 1
L-X=|12 1|-Al0 10/=|1 2-x 1
1 1 2 0 0 1 1 1 2—A
Odredimo det (L — \I):
2-x 1 1
det(L—A)=| 1 2-Xx 1
1 1 2—A
=(2- ) (2—/\)2—1>—(2—)\—1)4—(1—(2—)\))
=2-NC2-A-1DC-A+D)+A-1-1+)

(
(I1-=XN)B=-N+2(A-1)
(2=XN)B=N+2)
1—X) (20 =6 — A+ 3\ +2)
=(1-X) (A +5x—4)
Karakteristicni polinom iznos: P3(X) = (1 — X) (A% + 5\ — 4)
Njegove nultocke su:
Py(A)=(1-XN) (A+51—4)=0
1-A=0= X =1
NAbA—4=0= A=1A3=4

Rjesavamo jednadZbu (L — \;I) 7 = 0.
Za)\:limamo(L—I)?zﬁ>
2 11 1 00 T 0
12 1|-1-]0o 1 0 y| =10
1 1 2 0 0 1 z 0
11 1] [2] o
11 1|y {0
L1 =] o
r+y+z=0
r+y+z=0

z4+y+z=0—zz=-y—29,2€R

r=—-u—v,y=u,z2=v R
Svojstveni vektori za A = 1 su:

—u—v -1 -1
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3.5 Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori

Svojstveni vektori

-1 -1
1| <=z =
0 1

razapinju dvodimenzionalni prostor i svaki je svojstveni vektor koji pripada svojstvenoj

—i+j, | 0| e=m=—itk

vrijednosti A\ = 1 linearna kombinacija ova dva vektora.

Za)\:4imam0(L—4I)?:6>
2 1 1 00 x 0
12 1] -4-{0 1 0 yl =10
1 1 2 0 01 z 0

! 1 =2 z 0
—2z+y+2z2=0
r—2y+z2z=0

r4+y—2z=0=—=z=—-y+22
—yYy+22-2y+2=0—=32-3y=0—=y==2
r=—242z=z=y

Svojstveni vektor za A = 4 je

= ay=i+]+k

—_ = =

Svaki je svojstveni vektor koji pripada svojstvenoj vrijednosti A = 4 kolinearan s ovim
vektorom.

Dakle, linearni operator zadan matricom

ima sljedece svojstvene vrijednosti i pripadajuce svojstvene vektore
)\172:1 — l‘l:—i‘i‘j’x_%:—z—l-];
Ns=4 = Ti=i+j+k

Vektori T , :?2, T4 su ortogonalni, te odreduju jednu bazu za V3. U toj bazi linearni operator
L ima dijagonalni zapis sa svojstvenim vrijednostima na glavnoj dijagonali
1 00
L=101 0
0 0 4



3.6 Zadaci za vjezbu

3.6 Zadaci za vjezbu

Zadatak 3.1 Odredite vektor E i njegov modul ako je

a) A(4,5), B(=3,2) ¢) A(4,-5,1), B(1,0,3)

b) A(1,4), B(6,-2) d) A(—4,3,1), B(5,4,3)
Rjesenje

a) AB = —Ti — 37, ﬁ’:@ ¢) AB = —3i+5] + 2, A_é‘zx/ﬁ

b) AB = 5 — 67, ‘E‘Z\/ﬁﬁ d) AB = 97 + ] + 2F, E‘:\/%
Zadatak 3.2 Vektor ¢ prikaZite kao linearnu kombinaciju vektora @, 5, ako je

a) a=20—3],b=30+5j, c=i+2] b) @d=-3i—j,b=>5i—j,¢=4i—2]
RjeSenje

a) é=—%a+ Lb b) é=3d+ 530

Zadatak 3.3 Odredite X tako da vektori @ = \i — 2;, b=4i+ 35' budu kolinearni.

RjeSenje )\ = —%

Zadatak 3.4 Odredite m i n tako da vektori @ = mi — 2j 42k, b = 4i+ j + nk budu kolinearni.

Rjesenje m = -8, n=—1
Zadatak 3.5 Za zadane vrhove odredite vektore E, @ Koliko je ﬁ . @ i <i(ﬁ , C@V
a) A(5,5), B(3,-2), C(3,1), D(—2,4)
b) A(—1,3), B(0,-2), C(1,1), D(6,3)
c) A(1,5,1), B(1,1,-3), C(1,-1,3), D(1,2,3)
d) A(0,3,-1), B(3,2,-3), C(—1,3,3), D(5,8,0)

Rjesenje

@) AB = —2i—7j, CD = —5i+3}, AB-CD = —11, <(AB, CD) = 1.83 rad = 105.01°
b) AB=i—5],CD =5i + 2], AB - CD = —5, <(AB,CD) = 1.75 rad = 100.5°
¢) AB = —4] — 4E, CD =3}, AB-CD = —12, <(AB,CD) = 2.36 rad = 135°

d) AB = 3i—j—2F, CD = 6i+5]—3k, AB-CD = 19, <(AB,CD) = 0.92 rad = 52.6°
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3.6 Zadaci za vjezbu

Zadatak 3.6 Odredite stranice i kuteve trokuta s vrhovima A(—1,2,3), B(4,2,3), C(2,3,1).
Rjesenje a =5, b=+14, c =3, a = 36.7°, § = 48.2°, v = 95.1°.

Zadatak 3.7 Odredite rezultantu sila fl = —2i — f+ 412, fg = 4Z+f+ fé, f;; =i+ 3]' — k.
Odredite intenzitet sile 1 kuteve Sto ih zatvara s koordinatnim osima.
= /26, <(R, 1) = 78.7°, <(R,]) = 53.96°, <(R, k) = 38.3°

RjesSenje R=

=,

Zadatak 3.8 Izracunajte (3&'+ 25) : < a+ 4b) ako je |d@| = 1, ‘ ‘ =4i<(d,b) =
Rjesenje 125+ 20v/3

Zadatak 3.9 Odredite kut izmedu vektora @ = 1 — 7 i b = 11 + 27, ako je |m| = || = 31
<(m, i) = .

RjeSenje %

Zadatak 3.10 Izralunajte @-b ako je @ = 2/m — 7, b = —m+37, |m| = || = 2i <(m, 7)) = T.

RjeSenje —6

Zadatak 3.11 Izracunajte (a + 2b> ako je |d| = 3,
RjeSenje 13

b(_zm( ) =2,

Zadatak 3.12 Odredite projekciju vektora d=4i — i+ 2k na ravninu okomitu na vektor
T=30+5]+Fk.

1137 167 61]{3

Rjesenje S0 — =7 +

Zadatak 3.13 Nadite vektor @ duljine 15, koji je okomit na vektor b = 37 + 47.
Rjesenje @ = 121 — 9], @» = —12i + 9;

Zadatak 3.14 Odredite vektorski produkt te povrSinu paralelograma razapetog tim vektorima

a) a=20—35,b=3i+5] ) @=2i+5]—3k, b=31—j— 3k

b) @=4i+ 7], b=2i+2] d) @=5i+4j+ 3k, b=1+6k
RjeSenje

a) @xb=19, P =19 ¢) @xb=—18—3j — 17k, P = /622

b) @xb=—6k, P= d) @xb=24i —27j — 4k, P = /1321

Zadatak 3.15 Za vektore @ = 2 — 3], b=—i+ 3j,6=—i—+j+ k odredite
a) 24 x 3b b) (a_b) @—a) ¢) (2d—38) x b
RjeSenje
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3.6 Zadaci za vjezbu

a) 18k b) —6i — 37 — 6k ¢) 9+ 37 + 12k

Zadatak 3.16 Izracunajte volumen paralelopipeda razapetog vektorima
G=2—3j+2k b=i+4j+k é=—j+ 3k
RjeSenje 33
Zadatak 3.17 IzraCunajte volumen prizme ¢iji su vrhovi
A(gv 2> _1)? B(17 27 _3)7 C(_la 4) 3)’ A/(47 17 0)
RjeSenje 8
Zadatak 3.18 Izracunajte volumen tetraedra s vrhovima
A(1,1,1), B(2,-1,0), C(3,-1,-1), D(1,1,3).
Izracunajte visinu povucenu iz vrha D na bazu ABC.

2
RjeSenje V = U= V2

Zadatak 3.19 IzraCunajte svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore linearnog operatora zadanog

matricom:
2 7 7 6 1 -2 (2 0 3
a) ) €)
45 6 2 2 1 g) |2 2 2
"~ : - INE
b 2 1 o 1 8 5 1 -3 ]
05 8 —11 -3 1 L1 -1
- - - . h |-1 3 -1
2 2 0
Rjesenje

+k vy =

.|

A) = {0,2} (A = 2 je dvostruka svojstvena vrijednost), U1 = %;—i— %
itk =i+]
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Poglavlje

Analiticka geometrija

[ Pravac u ravnini [ Pravac u prostoru

[ Ravnina u prostoru

4.1 Pravac u ravnini

Definicija 4.1. Udaljenost dvije tocke

Za bilo koje dvije tocke Ty (z1,y1), Ta (w2, y2) iz E? usmjerena duZina [Ty 22] ima koordi-
nate
? —
T (22 — 1 Z+(y2—y1)]
Njihova udaljenost dana je formulom
d(T1,Tz) = |TWT5| = /(w2 — 1) + (y2 — y1)?

Slicno vrijedi za tocke Ty (z1, y1, 21), To (2, y2, 22) iz E3

T — - -
T (x2 — 1) Z—I—(yz—yl)] + (22— 21) k

dok je njihova udaljenost odredena njenom duljinom

d(Ty,Tz) = ’Ti | = \/ (w2 — 1) + (y2 —y1)? + (22 — 21)?

Definicija 4.2. Pravac kroz dvije tocke u ravnini

Y Neka su Ty, Ty € E? bilo koje tocke, jed-
Ty(za.um nadzba pravca kroz te dvije tocke dana je
ity Jormulom
% Y2
0 - y—yl—m(ﬂf—wl)
Jednadzbu oblika
y=kx+I1

nazivamo eksplicitna jednadZba pravca.
o k zovemo koeficijent smjera pravca, a odreduje tangens kuta (k = tg («)) sto ga
pravac zatvara s x-0si,

o [ zovemo odsjecak na osi y.




4.1 Pravac u ravnini

Definicija 4.3. Oblici jednadzbe pravca

Neka je Ty(o,y0) bilo koja tocka iz E?, jednad?ba pravca kroz tu tocku sa zadanim

koeficijentom smjera k dana je formulom

Yy — yo = k(z — o)
Jednadibu pravca oblika

Ax+By+C=0
nazivamo implicitna jednadzba pravca, a vektor

— -
nN=Ai +Bj

nazivamo vektor normale pravca.

Definicija 4.4. Kut izmedu dva pravca

Kut izmedu dva pravca je kut izmedu njihovih vektora smjera, a odreden je kutom izmedu

njihovih vektora normala. Neka su p, q dva pravca zadana jednadZbama
p...Aix+Biy+C1 =0
q...Asx+ Boy+Cy =0

tada je kut izmedu ta dva pravca odreden

cos £(p, ) = cos £ (ip, 7iy) et B

N EN NG R

U ravnini dva pravca p, ¢ mogu biti:
o okomita, ako je £ (p,q) = g,

o paralelna, ako je £(p,q) = 0,

o ili se sijeku pod ostrim kutom £ (p,q) < g

Definicija 4.5. Odnos dva pravca u ravnini

Dva pravca su medusobno okomita, ako je ispunjen uvjet okomitosti njihovih normala

A1As + B1By =0
Dva pravca su paralelna, ako je ispunjen uvjet paralelnosti njihovih normala
A1By; = B1As
Sjeciste dva pravca odredeno je rjesenjem sustava jednadzbi
Aix+ By = —-Cy
Asx+ By = —Cy

Za paralelne i razlicite pravce sustav nema rjesenje, dok za podudarne pravce sustav ima
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4.1 Pravac u ravnini

beskonacno rjesenja.

Definicija 4.6. Udaljenost tocke od pravca u ravnini

Neka je pravac p zadan jednadZbom
p...Az+By+C=0

i neka je To(z0, o) bilo koja tocka iz E?, tada je udaljenost tocke Ty od pravca p odredena

izrazom
_ ’Ax() + Byo +C’

Nyey:»

d(To, p)

Primjer 4.1 Odredite eksplicitni oblik jednadZbe pravca koji prolazi toc¢kama 71 (1, 2), 75(3, 5).
RjeSenje

3 1
-(x—1)+2:y=§x+§

N W

y—2=2""(z—1) =y =

Primjer 4.2 Odredite vektor normale za pravac y = 2z — 1.
RjeSenje
y=20—-1= -204+y+1=0=—=7d=-2+7
Primjer 4.3 Odredite jednadZbu pravca kroz to¢ku Tp(2, 3) s koeficijentom smjera k = 2.
RjeSenje
y—3=2-(z—-2)=y=2zr—-1
Primjer 4.4 Odredite kut izmedu pravaca x + 3 = 0, 3z + 2y = 0.
RjeSenje
p..t+3=0—A4A1=1,B1=0
qg...3cr+2y=0= A3 =3,By =2

cos £(p, q) = A1As + B1 By B 3+0 3 Ny
PO T B/ B Vi J+d Vi3

(p,q) = 33.69°

Primjer 4.5 U jednadZzbi z + my — 4 = 0 odredite m tako da duljina odsjecka pravca izmedu
koordinatnih osi bude 2+/5.
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4.1 Pravac u ravnini

RjeSenje Odredimo presjek pravca x + my — 4 = 0 s koordinatnim osima:

4
r=0—y=—, =0=z=4
m

Udaljenost izmedu dvije tocke

Ty (z1,y1), T (22, y2)

racunamo po formuli:

TV Ts| = \/(932 — 1)+ (y2 —y1)°

stoga za tocke T1(4,0), T5(0, £) iznosi

ThT3| = \/(362 —21)* + (y2 — 1)°

:\/(4_0)2+<0_:1>2:2*/5
16 16

— 16+ — =20—= — =4 =16 =4m*> = m = £2
m m

2
te su jednadibe pravaca: © + 2y —4 =0, x — 2y —4 = 0.
Primjer 4.6 Kolika je udaljenost pravca % — % = 1 od ishodista koordinatnog sustava?

Rjesenje Neka je pravac p zadan jednadZbom Ax + By + C = 0, i neka je To(xo, yo) bilo koja

tocka iz 2. Tada je udaljenost tocke Ty od pravca p dana formulom

d(Tg p) _ |Azg + Byo + C|
’ VA2 1 B2
stoga udaljenost ishodista od pravca p iznosi
r oy T oy 1 —1
——==1 ——=—-1=0 A=- B=—,C=-1
3 4 3 1 ATy T
1 1
5:0—5-0-1 1 1

1,1 25 )
Vo s \/ 144
Primjer 4.7 Kolika je povrS§ina trokuta §to ga s osi apscisa zatvaraju pravci

r4+2y+4=0,z—y+1=07
Rjesenje

Y,

%4,0) Tg(—1,V

3(.%'3, y3)
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4.1 Pravac u ravnini

Koordinate tocke T5 dobit ¢emo rjeSavanjem

Povrsinu trokuta dobijemo iz

P = |T1T2| *v — ’T1T2| : |Z/3| sustava:

2 2
gdje je duljina duzine |T\Th| = 3. r+2y=-4
r—y=-—1

1 2 —4 2
D= =-3, D= =6, Dy= =3
1 -1 -1 -1 1 -1
D, 6 D 3
YD T3 7 YT D T3
Prema tome povrsina trokuta jednaka je:
T |y3]  3-1 3
P = = = —
2 2 2

Primjer 4.8 Odredite jednadZu pravca koji prolazi tockom Tp (—2, —3) i okomit je na vektor
Mﬁ, pri ¢emu su M (—5,2) i N(—1,4).

RjeSenje
p...Az+By+C=0
Ty(—2,-3)ep= —24—3B+C =0
MN L p=> MN = fi = Ai + B}

MN =47 +2f = AT+ Bj — A= 4,B =2

—2A-3B+(C=0—-2-4-3-24+4C=0=C=14

p...dx+2y+14=0

Primjer 4.9 Odredite jednadZu pravca koji prolazi sjeciStem pravaca 2x + 3y — 17 = 0iz +

y — 6 = 01 okomit je na vektor W =3+ 2;.

Rjesenje

20+ 3y —17=0= 2z + 3y = 17
z4+y—6=0=2+y==6

92 3 17 3 2 17
D= = —1, Dx: = — y = = —
11 6 1 1 6
D, -1 D, -5
rT=p T vyEp =70
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4.1 Pravac u ravnini

p...Az+By+C=0
To(1,5)ep= A+5B+C =0
A=Ai+Bj=-3i+2] = A=-3,B=2

A+5B+(C=0=— -3+5-24C=0=C=-7
p...—3x+2y—7=0
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4.2 Ravnina u prostoru

4.2 Ravnina u prostoru

Definicija 4.7. JednadZba ravnine kroz tri tocke

z Za T;(x;,yi, z;) tri tocke iz prostora koje

nisu na istom pravcu jednadZba ravnine

koju te tocke jednoznacno odreduju glasi:
r—r Y-y 22—z

To—x1 Yo—y1 22—2|=0

T3 —T1 Y3 — Y1 23— 21

r y z 1

y : . o . I TR T
JednadZbu ravnine moZemo zapisati u ekvivalentnom obliku: =0

T2 Y2 22 1

r3 Yz 23 1

Definicija 4.8. Implicitna jednadZba ravnine

Opca ili implicitna jednadzba ravnine glasi

Ax+By+Cz+D =0
Za ravninu zadanu opéom jednadzZbom, vektor

W=A7T+Bj +C¥
nazivamo vektor normale za ravninu.

Neka je Ty(0, 0, 20) bilo koja tocka iz B®, jednadzba ravnine koja sadrzi tu tocku sa

zadanim vektorom normale dana je izrazom

A(r — o) + B(y — yo) + C(z — 20) =0

Definicija 4.9. Odnos tocke i ravnine

Neka je ravnina m zadana jednadZbom
m...Ax+By+Cz+D =0

te neka je To(xo,%0, z0) bilo koja tocka iz B3, tada je udaljenost te tocke od ravnine

odredena formulom
_ ‘Al‘o + Byg + Czg + D’

Wom=—mr e
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4.2 Ravnina u prostoru

Definicija 4.10. Odnos dvije ravnine

Kut izmedu dvije ravnine je kut izmedu njihovih vektora normala. Neka su 7,& dvije
ravnine zadane implicitno
m...Aix+ Biy+ Ciz =Dy
§...Asx + Boy + Coz = Dy

tada je kut izmedu njih odreden formulom
A1Ay + B1By + C1Cy
VA2 + B + C3\/A3 + B3 + C3

cos L(m, &) = cos Af(n_ﬂ)aﬁg)) =

Primjer 4.10 NapiSite jednadZbu ravnine u kojoj leze tocke A(2,1,3), B(1,1,3)1 C(0,2,1).

RjeSenje Jednadibu ravnine odredene s tri tocke moZemo zapisati u jednom od oblika

r y =z 1
r—r Y-y z—=2
1 y1 21 1 .
=0 ili jzo—21 y2—y1 z22—2|=0
T2 Y2 22 1
T3 —T1 Y3 —Yr 23— 21

r3 y3 =23 1

r—2 y—1 2-—3 r—2 y—1 z2—-3
1-2 1-1 3-3/=0 = | -1 0 0 |=0
0—-2 2—-1 1-3 —2 1 —2

(—=2)-(0-0)—(y—1)-2-0+(2-3)-(-1-0)=0
—2y+2—-243=0 = 2y—2z+5=0

Primjer 4.11 Odredite udaljenost toc¢ke Ty(2, 1, 3) od ravnine 2z + 3y — z + 6 = 0.

RjeSenje Udaljenost tocke Ty od ravnine w dana je formulom
A B C D
d(Ty, ) = |Azo + Byo + Czo + D|
VA% + B2+ C?
te uvrstenjem vrijednosti za tocku i ravninu dobijemo
2-24+3-1-1-3+6 10
d(T,m) = 22 6l _
V2 + 32+ (-1)? V14

Primjer 4.12 Odredite udaljenost tocke 7'(1, 4, 2) od ravnine zadane to¢kama

A(5,-3,3), B(0,2,1)iC(4,2, —1).

RjeSenje
r—5 y+3 z2-3 r—5 y+3 z—-3
0-5 243 1-3|=0= | -5 5 -2 =0
4-5 243 —-1-3 -1 5 —4
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4.2 Ravnina u prostoru

odakle slijedi jednadZba ravnine
m...9¢ 4+ 9y + 102 — 49 = 0.

Buduci je udaljenost tocke Ty od ravnine m dana formulom

d(TD, 7T) _ |Al’0 + Byg+ Czo + D|
VAT B 1 (P

dobijemo za udaljenost tocke T od ravnine m vrijednost

5-149-4+10-2-49] 12

B VB2 4+ 92 1102 /206

d(T, )

Primjer 4.13 Odredite jednadZbu ravnine koja sadrzi tocku T(3,1,2) i koja je okomita na
ravnine 2z +3y —2+2=0, —3z4+y—2z+1=0.
Rjesenje JednadZba ravnine koja sadrzi tu tocku T (xo, Yo, 20) § ima vektor normale
— — e

HN=A7i +Bj +Ck

dana je formulom
Az —20) + B(y —yo) + C(2 — 20) =0

TraZimo jednadZbu ravnine 7 ... Ax + By + Cy + D = 0.

Tlm..2x4+3y—2+2=0 =nlmny

Tlmg...—324+y—2241=0=1n L n
Prema tome njen vektor normale iznosi 1 = 1] X na.
i j ok
=2 3 —1|=i(-6+1)—j(-4—3)+k(2+9)=-5i+7j+11k
-3 1 -2

Jednadzba ravnine je:
Az —x0) + B(y —yo) + C(z — 20) =0
—5x—-3)+T7(y—1)+11(x—2) =0
-9z +15+7y—7+112-22=0
—br+Ty+11z2—14=0

Primjer 4.14 Odredite kut izmedu ravnina

—drx+y—2+1=0, 2x+3y—6z2+5=0.

RjeSenje Kut izmedu ravnina

cos £ (1, ) = A1Ag + B1 By + C1Cs
P B B AL+ B 1 C2
—4-(=2)4+1-3—1-(=6) 17
= == =
VIE+1+1V/4+9+36 212

1(71'1, 7T2) = 55080
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Primjer 4.15 U kojoj tocki se sijeku ravnine

z4+y+3z—1=0,z4+y+2—4=0i2x4+y+42+5=07

RjeSenje Tocka T (—%, -5, —%) Jjedinstveno je rjesenje sustava.
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4.3 Pravac u prostoru

Definicija 4.11. Parametarska jednadZba pravca u prostoru

z Neka je S vektor smjera pravca p, i
Ti(x1,v1,21) € E3 jedna tocka koja pri-
pada tom pravcu, tada je s

T =T+\5, AeR

zadana parametarska jednadzba pravca u

vektorskom obliku.

Iz parametarske jednadZbe pravca u vektorskom obliku izjednacavanjem po koordinatnim
vektorima dobijemo parametarske jednadzbe pravca u skalarnom obliku.

Za bilo koje dvije tocke T (1,1, 21), Ta(w2, y2, 22) € E3, i realan broj A € R sustavom

r = x1+ )\(1‘2 = IEl)
y = y1+Ay2—y)
z = z1+ Mz —21)

su zadane parametarske jednadZbe pravca kroz dvije tocke.

Definicija 4.12. Kanonska jednadzba pravca u prostoru

Iz parametarskih jednadZbi pravca u sklaranom obliku eliminacijom parametra )\ dobijemo
kanonske jednadZbe pravca. Neka su Ti(x1,y1,21), Ta(x2, Y2, 22) bilo koje tocke na

pravcu p, tada su kanonske jednadzbe pravca

r—r1 Y-y  z—z

T2 — X1 Y2 — Y1 22 — 21

Definicija 4.13. Udaljenost tocke od pravca

Za pravac p kroz tocku Ty (g, Yo, 20) s vek-
R

torom smjera T =Ai +Bj +Ck uda-

ljenost tocke T(x,y,z) € E3 od pravca

dana je formulom

ToT x 3|
S

d(T,p) = B
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4.3 Pravac u prostoru

— — —
i j k
1

A2+B2+02|w—xo Y=y z— 2oll
A B C

d(Tap) =

@ Napomena Odnos dva pravca
Dva pravca u prostoru mogu:
o biti paralelni, tada su njihovi vektori smjera kolinearni,
o se sjeci, tada je njihova udaljenost 0,
o se mimoilaziti, tada je njihova udaljenost jednaka udaljenosti paralelenih ravnina koje ih

sadrZe.

@ Napomena Udaljenost paralelnih pravaca
Ako su pravci paralelni, njihovu udaljenost moZemo izracunati pomocu formule za udaljenost

tocke od pravca. Dovoljno je odabrati jednu tocku s jednog prvaca i naci njenu udaljenost od

drugog pravca.

Definicija 4.14. Kriterij paralelnosti dva pravca

Dva pravca p, q zadana tockama Ty (Tp, Yp, 2p), Ty(Zq, Yq, 2q) i vektorima smjera

- =, 7
55 = api +bj +epk
= = =
S = g% +byj +egk

su paralelna samo ako su njihovi vektori smjera paralelni, tj.
>
sp X s5=20

Kriterij paralelnosti pravaca moZemo zapisati pomocu determinante

- - =
1 7 k

_>
ap by ¢ =0
ag by ¢q

Sjeciste dva pravca p, q zadana tockama T, (2p, Yp, 2p), Tq(2q, Yq, 24) i vektorima smjera

- =, 7
55 = api +byj +epk
T
5S¢ = agi +bgj +tcgk
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4.3 Pravac u prostoru

odredujemo rjeSavanjem sustava jednadZbi s nepoznanicama \, |

Tp+Aay, = x4+ pog
yp + )\bp = yq + ,Uzbq
pt A = Zgt g

@ Napomena Dovoljno je rijesiti bilo koje dvije jednadZbe i provjeriti rjesenje uvrstenjem u trecu

Jjednadzbu.

Definicija 4.16. Udaljenost mimoilaznih pravaca

Udaljenost dva mimoilazna pravca p,q zadana tockama Tp(zp, Yp, 2p)s Tg(Tq: Yq, 2q) 1

vektorima smjera

- =

= apt +byy tcpk
—

k

£l
|

- —
= aqt +byj +cq

odredujemo pomocu formule

Definicija 4.17. Kut izmedu pravaca

Kut izmedu dva pravca p, q je kut izmedu njihovih vektora smjera

=5 — — =
5p = 4yt +b, 7 ek
— — — -
8¢ = aqt +byj +tcgk
te je odreden formulom
5 - 59
o8 £(53,5}) = 5L
|5p1I54]

o ako su pravci paralelni, onda vrijedi

ap_b _ %

p_ P
ag by ¢
o ako su pravci okomiti, onda vrijedi

(i Ar Ulily A Gy = U

@ Napomena Pravac i ravhina u prostoru mogu

o biti paralelni, tada su vektor smjera pravca i vektor normale ravnine okomiti,
o biti okomiti, tada su vektor smjera pravca i vektor normale ravnine kolinearni,
o imati zajednicku tocku koja se zove probodiste, a kut izmedu pravca i ravnine komple-

mentaran je kutu izmedu vektora smjera pravca i vektora normale ravnine.
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Definicija 4.18. Kriterij paralelnosti pravca i ravnine

Pravac p s vektorom smjera

- 2
sp=apt +byj +cpk
i ravnina m s vektorom normale
N —

su paralelni samo ako vrijedi

tj. ako vrijedi

apA +bpB +c,C =0

Definicija 4.19. Kriterij okomitosti pravca i ravnine

Pravac p s vektorom smjera

- =7
S =api +byj +cpk

i ravnina m s vektorom normale

— — —
na=Ai +Bj +CEk
su okomiti samo ako vrijedi
_>
5_; xngz = 0

Kriterij okomitosti moZemo zapisati pomocu determinante

- = 2
(2]

%
apbpcpzo
A B C

Definicija 4.20. Kut i probodiste pravca i ravnine

Neka je pravac p zadan tockom Ty(xo, Yo, 20) | vektorom smjera
- .= >

5_p>:apz Tl = Gy e

a ravnina 7 implicitno,
Ar+By+Cz+D =0

tada je kut izmedu pravca i ravnine

apA +b,B + c,C
\/aZ + b2+ 2V A2+ B2 4 C?

Koordinate tocke probodista P(x, y, z) dobijemo odredivanjem parametra X iz jednadzbe

sin £(p,7) =

A(IO + )\ap) + B(yo + /\bp) + C(Zo + )\Cp) +D=0
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4.3 Pravac u prostoru

te uvrstenjem u parametarsku jednadzbu pravca

P(zo + Aap, yo + Abp, 20 + Acp)

@ Napomena Dvije ravnine u prostoru
o su paralelne, ako su im vektori normala kolinearni,
o su okomite, ako su im vektori normala okomiti,

o se mogu sjeci u pravcu.

Definicija 4.21. Odnos dviju ravnina

Dvije ravnine
Aix+Biy+Ciz+ D1 =0
Asx 4+ Boy + Coz+ Dy =0

su paralelne samo ako vrijedi

T 7%
_>

Al Bl 01:0

Ay By (9

ili okomite ako vrijedi

A1As 4+ B1Ba +C1Cy =0

Definicija 4.22. Kut i sjeciSte dviju ravnina

Neka su zadane dvije ravnine

... Ajx+Biy+Ciz+ D1 =0
4.1)
... Asx+ Boy+ Coz+ Dy =0
tada je kut izmedu njih odreden izrazom
A1Ay + BBy + C1Cs
cos £(m, &) =
VA? + B? + C?\/A2 + B2 + C?

Presjek dviju ravnina je skup rjesenja sustava jednadzbi (4.1).

Primjer 4.16 Odredite parametarske i kanonske jednadzbe pravca kroz tocku 7'(1, 2, —1) za koji

Jevektorsmjera?z i1 +375 — k.

Rjesenje Parametarske jednadzbe pravca kroz dvije tocke se racuna pomocu sustava:

x = x+ MNzg—121)
y = y1+My2—w1)
z = 1+ )\(Zg — Zl)
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4.3 Pravac u prostoru

Buduci da je zadan vektor smjera, moZemo pisati:
T=x1+Aap, =1+ A
Y=y +Abp =2+ 3\
z=21+Ap =—1—A
Kanonska jednadzba pravca kroz dvije tocke:

r—r1 Y-y 22—z

T2 —T1 Y2 — Y1 22 — 21
Takoder vrijedi: a, = x2 — 1, by, = Y2 — Y1, ¢p = 22 — 21 te je traena kanonska jednadZba
pravea:
xr—1 y—2 z+1

Primjer 4.17 Odredite udaljenost to¢ke 7'(8, 5,4) od pravca
r—2 y—1 =2-3

D...

2 2 1
ol x 3
Rjesenje Koristimo formulu d(T,p) = %
T S
Tl =(8-27 +G-17 +@4-3)k =67 +47 + &
5= V22 +224+12=3
_>
7T 7%

6
IToT x 3| = V36 = 6 = d(T,p) = =2

Primjer 4.18 Odredite udaljenost dva pravca
r—2 y+3 z—4 x—7 y+6 z-5
D... = = , q.-. 1 - 3~ 3

2 -1 2

Rjesenje Koristimo formulu d(p,q) =

T _ P a7

Sp q
5 -3 1 77 F
LT (5x5)=|2 1 2|=9, mxs=|2 -1 2|=7-2]-2%
4 -3 5 4 -3 5

9
|sp><sq|—\f—3:d(p,q):’3|:3.

Primjer 4.19 Odredite parametarske jednadzbe pravca koji prolazi to¢kom 7'(1, 1, 1) i okomit je

naravninu 2z + 2y — 3z + 1 = 0.
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RjeSenje Parametarske jednadzbe pravca

x = x1+ Mxa—x1)
y = y1+Ay2—y1)
z = z1+AMz2—21)
Kanonska jednadzba pravca
r—r1 Y-y _ 22—z

T2 —T1 Y2—Y1 22— 21
TraZimo jednadZbe pravca p :

plm.. 20+2—3241=0=351ln=35=n=2i+2j—3k

x=142A\
z—1 y—-1 =z-1
Y +2)\ i 5 5 3
z=1—3A
.. . . . r y—2 z-—3
Primjer 4.20 Odredite udaljenost to¢ke 7°(1, 2,4) od pravca 5= 5 - 1

RjeSenje Udaljenost tocke T od pravca p dana je formulom

Tl % 7

d(T, p) Bk

-2 -3 - 4 o
Pravac g = yT =7 sadrzi tocku Ty(0, 2, 3) i vektor smjera § = 2i — 25 + 4k
i j kK
TTx¥=|-1 0 -1|=-2+2/+2
2 =2 4

_VAti+4 V12 N1

d(T, p) = _ vz _
TP =6 vai Vo

Primjer 4.21 Odredite kut §to ga pravac kroz toc¢ke A(1,—3,4), B(7,0,2) zatvara s osi y.

RjeSenje Kut izmedu dva pravca p, q je kut izmedu njihovih vektora smjera

5050
cos £(5p,5) = ==
[spll54]

T — X Y-y _ z2—*2

p... = =
T2 — X1 Y2 — zZ2 — 21

r—1 y+3 2z-4
7—1 0+3 2—-4
x—1 y+3 z—-4

6 3 @ =2

— §, =60 +3) — 2k

Vektor smjera osi y je vektor j
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4.3 Pravac u prostoru

2.7 0+3+0 3
cos £(35,5) = 22 = =2 = «(3,,3,) = 64.62°
(50 3) 57| V36+9+4-1 T (50 59)

Primjer 4.22 Odredite kut Sto ga pravac x = —1 + 2\, y = —4 + 3\, 2 = 2 — )\ zatvara s
ravninom 4x + 2y — z+ 1 = 0.
apA +b,B + ¢,C

\/az + b2+ 2V A2 4 B? + C?

Zadani

Rjesenje Kut izmedu pravca i ravnine sin £ (p, ) =

pravac je odreden tockom T'(—1, —4, 2) i vektorom smjera s, = 2 + 3;’ — k.
B 2:443-2—-1-(-1) 15
V2432412V +22+12 76

sin £ (p, ) = A(p,m) = 61.045°

Primjer 4.23 Odredite probodiste pravca, po kojem se sijeku ravninex +y — 2+ 1 =012z —

y+2z+4 =0, sravninom 2z + 3y — 4z + 2 = 0.

Rjesenje Odredimo jednadzbu pravca:
z+y—z+1=0
20 —y+22+4=0

1 1 -1 ] -1 11 -1 ] -1 11 -1 | -1
~ ~ 4 2
2 -1 2 | -4 [0 -3 4 | -2 01 -4 | 2
10 4 y—ﬁ_ 5 1 4
3 3
— =——— =z, = — -z, ER
01 -4 | 2 T3 gh VT tgs
3 3 ]
Parametarske jednadzbe pravca:
5 1/\
r=—-—=
3 3
2 4
=—-+=-A
=373
z=A
Probodiste pravca i ravnine je tocka T (z, Yo, 20)-
5 1
=———=-A
=T33
2 4
T —yo= -+ =\
0€P="Y 3+3
Z(]:)\

Toem=2x9+3yp —420+2=0
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4.3 Pravac u prostoru

2 2
Z_Zh=
A=1
5 1
=——_Z.1=-2
=733
—2+4 1=2
yo—3 3 =
Z0=1

Dakle, tocka T (—2,2, 1) je probodiste pravca p s ravninom .

Primjer 4.24 Odredite jednadZbu ravnine kroz to¢ku 7'(—1,2,1), koja ima vektor normale

jednak vektoru smjera pravca kroz tocke A(2,3,4) i B(—5,6,2).

Rjesenje Kanonska jednadZba pravca kroz dvije tocke:

r—r Y-y 22—z
T2 — w1 Y2 — U1 Cm—
r—2 y—3 z—4
-5-2 6-3 2-4
x—2 y—3 =z—-4
-7 3 =2
JednadZba ravnine koja sadrzi tu tocku T (xq, Yo, z0) i ima vektor normale

— §=-Ti+3]-2k=1

— — —
W=Ai +Bj +Ck
dana je formulom

Az —x0) + By — yo) + C(z — 2z9) = 0.

—Tz+1)+3y—2)—2(2-1)=0= —Tex+3y—22—11=0

Primjer 4.25 Odredite jednadZbu ravnine koja prolazi sjeciStem pravaca z +y — 6 = 0 i

2z + 3y — 17 = 0 i okomita je na vektor 77 = —3i + 2}'—1— 3k.

Rjesenje JednadZba ravnine koja sadrZi tu tocku T (xg, yo, 20) i ima vektor normale
W =A7T +Bj +CK

dana je formulom

A(z — o) + B(y — yo) + C(z — 20) = 0.

TraZimo jednadZbu ravnine

m...Ar+ By+Cz+ D =0.
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Sjeciste pravaca (pravci leZe u xy ravnini, tj. z = 0):
204+ 3y =17
r+y=6=T(1,5,0)
Jednadzba ravnine je:
Az —20) + B(y —y0) + C(z — 29) = 0
—3xz—-1)+2y—5)+3(z—0)=0
—3r+34+2y—104+32=0= -3x+2y+32—-7=0

Primjer 4.26 Odredite jednadZbu ravnine koja sadrZi pravac ‘ ; ! = % = % i koja je
okomita na ravninu 7z +y — 3z + 2 = 0.
Rjesenje Pravac p... z ; 1 = nyQ = %je odreden tockom T'(1,2,0) i vektorom smjera
§=2+47 + k.

penr =T, sen =nls

Tlm...Te+y—324+2=0=7ln]

Prema tome, 1 = 5§ X 1.

i ik
=12 4 1|=-13i413j— 26k
71 -3

Jednadzba ravnine je:
A(x —z0) + By —y0) + C(z2 —20) =0
13(z — 1) +13(y — 2) — 26(z — 0) = 0
—13z+ 13+ 13y — 26 — 262 =0
—13z + 13y — 262 — 13 =0 /  (—13)

r—y+2z24+1=0
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4.4 Zadaci za vjezbu

Zadatak 4.1 Odredite udaljenost pravca 2z + 3y — 1 = 0 od tocke 7'(1, 2).
V13

Rjesenje

Zadatak 4.2 Odredite jednadZbu pravca koji prolazi tockom (1, 3) i okomit je na vektor @ = i—47.
RjeSenje z — 4y +13 =0

Zadatak 4.3 Odredite jednadZu pravca koji prolazi sjeciStem pravaca —2z +y — 3 =01 2z —
5y — 1 = 01 okomit je na vektor =30+ 4}.
RjeSenje 3z + 4y +10=0

Zadatak 4.4 Odredite jednadZbu ravnine u kojoj leZe tocke
a) A(0,1,-3), B(—1,1,2), C(1,1,1) c) A(-2,1,4), B(2,1,-3), C(0,2,0)
b) A(3,4,3), B(1,0,3), C(2,2,1)

Rjesenje

a) 9y—9=0 b) 8x —4y—8=0 c) Tx+2y+42—-4=0

Zadatak 4.5 Odredite udaljenost to¢ke od ravnine

a) 7(0,1,-3),2x 4+ 3y —2—1=0 ¢c) T(-1,2,3),4x —y+324+2=0
b) T(1,1,-2),z —3y+22—1=0

RjeSenje
@ 30 b 40 ) By

Zadatak 4.6 Odredite udaljenost tocke 7'(1, —1, 2) od ravnine zadane tockama
A(1,-3,-3), B(2,2,3), C(5,2,6).
Rjesenje /3

Zadatak 4.7 Odredite udaljenost tocke 7(2,0,2) od ravnine koja sadrzi tocku Tp(1, —3,0) i
x+2 y—-3 z-2
3. 2 1
19661

661

pravac

RjeSenje

Zadatak 4.8 Odredite jednadZzbu ravnine koja sadrzi tocku 7'(—3, 0, 2) i okomita je na ravnine
z+5y—2=0,-3z+y—2+1=0.
RjeSenje —4x +4y + 16z —44 =0
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-2 y—1 z+1

Zadatak 4.9 Odredite jednadZbu ravnine koja sadrZi pravac 3 = 1 - 1 i okomita
jenaravninu4z +y — 52+ 3 = 0.
RjeSenje 42+ 19y +72—20=0
Zadatak 4.10 Odredite jednadzbu ravnine koja sadrzi pravac —il = L—;Q = Z i tocku

T(2,-3,0).
RjeSenje 4 +8y—2+16=10

Zadatak 4.11 Odredite kanonski oblik jednadZbe pravca koji prolazi tockom 7'(—1, 4, 1) i okomit
jenaravninu —x + 3y + 2z +1 = 0.
r+1 y—4 =z-1

Rieteni
jesenje — 3 5

2
Zadatak 4.12 Odredite udaljenost tocke 7'(—1, 3, 0) od pravca v +2 == 1
Rjesenje /2

Zadatak 4.13 Odredite jednadZbu ravnine kroz tocku 7°(0, —2, 1), koja ima vektor normale
jednak vektoru smjera pravca kroz tocke A(1,5,1), B(—2,4,3).
Rjesenje 3z +y —22+4=0

Zadatak 4.14 Odredite kut §to ga pravac kroz tocke A(2,3, —4), B(8,5,3) zatvara s osi z.
RjeSenje 32.57°

Zadatak 4.15 Odredite kut $to ga pravac z = 2 + 3\, y = 1 + 2\, z = —\ zatvara s ravninom
x4+ Ty—2+3=0.
Rjesenje 67.79°

Zadatak 4.16 Odredite kut izmedu ravnina:
a) 3z+y—32+1=0, 6x+3y—42+1=0
b) —z+2y—324+1=0, 4 —y—224+1=0
¢c) —x4+y—5z+6=0,7cr—-3y—5z2=0

RjeSenje

a) 95.06° b) 62.22° c) 71.53°

Zadatak 4.17 Odredite probodiste pravca i ravnine:

r y—1 z
a) 1 5 5 T+3y+z+
z+2 y—1 z+5
b) 3 1 5 rT+Oy+z
-3 4

-2 1 1
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RjeSenje
@ P(-4-3.) b P(-3-3 ) o P(-35-9)

# Zadatak 4.18 Odredite udaljenost izmedu pravaca:
r—1 y+1 2-3 z+2 y—-3 =2-2

M 3 3 1 1 1 2
b)§:y+1:z—2’$—5:y+4zz
2 -3 1 -1 —4 2
C):c—3: Y :§’$+2:y+1:z+3
2 -3 1" -1 —2 -1
Rjesenje
a) S1/6 b) %6 ) B

# Zadatak 4.19 Nadite kanonski oblik jednadZbe pravca odredenog presjekom ravnina:
a) 3xr+2y—32+1=0,4x+2y+22—-3=0
b) z+2y—524+1=0,x—y+22—3=0
¢) 204+2y—52=0,—x+2y+32—-1=0
RjeSenje
r—4 y+ %

a) =

il
-5 9 1

|
wlen
<
+
ol

T
b) — —

ol
w3

88



Poglavlje

Polarni koordinatni sustav i kompleksni brojevi

[ Polarni koordinatni sustav

[ Kompleksni brojevi

5.1 Polarni koordinatni sustav

Definicija 5.1. Polarne koordinate

Polarne koordinate tocke T € E? odredene
Su
o 7 duljinom spojnice iz ishodista O do
tocke T,
o (o kutom spojnice spram horizontal-

nog poloZaja polarne osi.

Dogovorno, za tocku ishodista polarnog sustava uzimamo vrijednost O(0,0), te ju nazi-

vamo polom koordinatnog sustava.

Definicija 5.2. Pretvorba polarnih koordinata u pravokutne

Qfrsin (p) <«
6
Qe - —--=

polarnih koordinata tocke.

Pravokutne koordinate tocke jednostavno
dobijemo iz polarnih koordinata T (r, )
primjenom odnosa izmedu kateta i hipote-

nuze (spojnica OT) pravokutnog trokuta

x =1cos(p) .

y = rsin(p)

Zbog periodicnosti trigonometrijskih funkcija uzimamo vrijednost ¢ € [0, 2| za kut kod




5.1 Polarni koordinatni sustav

Definicija 5.3. Pretvorba pravokutnih koordinata u polarne

Iz jednadzbi 5.1 kvadriranjem i zbrajanjem slijedi
=2+ = r=\22+ 2 (5.2)

dok dijeljenjem druge jednadZbe s prvom dobijemo

tg(p) = % — ¢ = arctg <%> (5.3)

Buduci za tocke T'(x,y), T'(—xz, —y) vrijedi

arctg (:—i) = arctg (%)
VT + 9 = VA P

tj. pretvorba pravokutnih u polarne koordinate nije jednoznacna.

== T/(Tv 90) = T(Tv 90)

@ Napomena Zbog periodicnosti funkcije tangens potrebno je korigirati kut ¢ nakon njegovog
odredivanja iz jednadzbe (5.3), tj. potrebno je dodati odgovarajuéi pomak ukoliko tocka nije
u prvom kvadrantu pravokutnog sustava. Vrijedi slijedeca tablica za vrijednost kuta ¢ kod

pretvorbe u polarne koordinate:

(z,y) 4
+,+) arctg ||
,+) | m— arctg |¥]|

7T+arctg‘%‘

—~~ ~~ —~

_l’_

, —

)
,—) | 2m — arctg ||

Tablica 5.1: Tablica za vrijednost kuta ¢

Primjer 5.1 Odredite pravokutne koordinate toc¢ke T'(x,y) ako su njene polarne koordinate

zadane s T’ (2, %) .

RjeSenje Primjenom jednadZbi za konverziju (5.1) na zadanim polarnim koordinatama tocke

dobijemo

prema tome, pravokutne koordinate tocke su T (\/3, 1) .

Primjer 5.2 Odredite polarne koordinate to¢ke 7'(r, p) ako su njene pravokutne koordinate

zadane s T'(—+/3, —1).
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5.1 Polarni koordinatni sustav

RjeSenje Primjenom formule (5.2) slijedi
r= (VB2 4 (-1 = VBT T=Vi=2.

Buduci je tocka T u trecem kvadrantu, za jednadzbu (5.3) koristimo treci redak iz tablice (5.1),

4. vrijedi
T T

- te | ——| =
@) 7T+arcg_\/§‘ 7T+6 6

. " . . 7
Prema tome, polarne koordinate tocke T(—+/3, —1) iznose T(r,¢) = T (2, )

Definicija 5.4. Polarni graf

U polarnom sustavu graf funkcije definiramo tockama koje zadovoljavaju jednadzbu

r= f(p), ©€l0,00) (5.4)

Tako definiran graf funkcije, skraceno éemo nazivati polarnim grafom funkcije f.

Uocimo kako u jednad?bi (5.4) funkcija f (@) moZe poprimiti negativne vrijednosti
Sto bi imalo znacenje negativne udaljenosti od ishodista polarnog koordinatnog sustava. Zbog
toga za udaljenost od ishodista uvijek uzimamo r > 0, ali za crtanje polarnog grafa funkcije

dopustamo negativau vrijednost za r.

Primjer 5.3 Nacrtajte polarni graf funkcije r = cos (¢), ¢ € [0, 0).
Rjesenje Za vrijednost kuta ¢ € [0, 27| tocka T na polarnom grafu funkcije r = cos () dvaput

opisuje istu kruZnicu.

Jedan obilazak je za p € |0, 7|, dok je drugi obilazak za p € [m,2w|. Drugi obilazak kruZnice
Jje negativno orijentiran, tj. tocka T putuje po grafu kao kazaljka na satu. Da se zaista radi
o kruZnici moZemo vidjeti iz izvoda analitickog zapisa funkcije u pravokutnim kooordinatama.
Zapis funkcije u pravokutnim koordinatama dobijemo mnoZenjem polarnog zapisa funkcije r =
cos () s r te primjenom formula (5.1) i (5.2)

2

r=cos(p) /-1 = r’=rcos(p) = ? +y? =z,

sredivanjem dobijemo
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5.1 Polarni koordinatni sustav

Odavde vidimo kako se radi o kruznici polumjera r = 3 sa sredistem u tocki S (—, 0)

Definicija 5.5. Pravci u polarnom zapisu
Polarni zapis linearne funkcije dobijemo primjenom jednadzbi (5.1).

Horizontalni pravac y = b dobijemo iz jed-

y
nadzbe
r=gmp b b
- b=rsin(p) = r=—
sin ()
dok nam vertikalni pravac x = a slijedi iz
0 a )
B Jednadzbe
" s(p) = a
a =rCco P =
- ’ cos (¢)

l
"7 Sin (p) — kcos (p)

Polarni zapis linearne funkcije y = kx + | dobijemo na slican nacin

Definicija 5.6. Simetrije u polarnom koordinatnom sustavu

OpCcenito, simetriju grafa funkcije r = f(p) u polarnom sustavu moZemo prepoznati na

tri nacina:
1. graf funkcije je simetrican u odnosu na polarnu os, ako je funkcija f parna, .

vrijedi
f(p) = f(=¢),
= %) ako

2. graf je simetrican u odnosu prema vertikalnom polozaju polarne osi (cp
vrijedi
flo)=flm—o)

3. graf je simetrican u odnosu na ishodiste sustava ako vrijedi
r=£f(p),

ili vrijedi
flp) = f(m+ o).

Definicija 5.7. Horizontalna simetrija

Krivulja je simetricna u odnosu na polarnu os ukoliko za svaku tocku T'(r, @) na grafu

nalazimo njezinu simetricnu tocku T (r, — ).
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5.1 Polarni koordinatni sustav

Definicija 5.8. Vertikalna simetrija

Krivulja je simetricna u odnosu na okomiti poloZaj polarne osi, ukoliko za svaku tocku

T(r, p) na grafu nalazimo njezinu simetricnu tocku T' (r, T — ©).

Definicija 5.9. Centralna simetrija

Krivulja je simetricna u odnosu na ishodiSte ukoliko za svaku tocku T'(r,p) na grafu

nalazimo njezinu simetricnu tocku T'(—r, @), tj. ako vrijedi f(p) = f(m + ).

@ Napomena Crtanje grafa funkcije f(r, ) u polarnom zapisu provodimo u nekoliko koraka
1. odredimo simetrije za funkciju,
2. odredimo interval za @ uzimajuéi u obzir simetrije ako ih ima,
3. formiramo tablicu s vrijednostima za r za nekoliko karakteristicnih vrijednosti od p,
4. oznacimo tocke (r, ) u polarnom koordinatnom sustavu,

5. tocke poveZemo linijama.

Primjer 5.4 Nacrtajte graf funkcije r = 1 + cos (¢).

RjeSenje Funkcija je simetricna u odnosu na polarnu os zbog

flr,—p) =14 cos(—p) =1+ cos(p) = f(r,¢)
odakle slijedi da je dovoljno uzeti interval za ¢ = [0, 7| . Formiramo tablicu vrijednosti za r s

korakom Ap = %

ello] 2 |3]3|%] %
r|l2] 1866 | 15| 1|05 0134 |0

U polarnom koordinatnom sustavu oznacimo izracunate tocke za kut @ i udaljenost r od ishodista
polarnog koordinatnog sustava. Oznacene tocke poveZemo ravnim linijama cime dobijemo

konture grafa funkcije.

r =14 cos (¢)
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5.2 Kompleksni brojevi

Definicija 5.10. Cunjosje¢nice u polarnom zapisu

Oblik ¢unjosjecnice u polarnom koordinatnom sustavu

D
r=—"
1+ ecos(p)
ovisi o vrijednosti ekscentriciteta e na slijedeci nacin

e>0,DeR (5.5)

(
=0, kruznica

0<e<1, elipsa

e =
= I parabola
| > 1, hiperbola
Ukoliko je glavna os cunjosjecnice okomita na polarnu os, tada jednadzba (5.5) poprima
slijedeci oblik
D
S >0,DeR 5.6
" 1+ esin(p) €= (56)

Parametar D € R odreduje polumjer za kruznicu, ili pravac direktrise ukoliko se radi o
elipsi, paraboli ili hiperboli. Pravac direktrise za elipsu, parabolu i hiperbolu u (5.5) je
odreden jednadZbom

D
r=+—, e>0
(&

dok je u jednadZbi (5.6) odreden s

D
y=%+—, e>0
e
. . v 6 Lo L .
Primjer 5.5 Odredite oblik cunjosje¢nice r = ———————, njezinu direktrisu i ekscentricitet.
3+ 2sin(p)

Rjesenje U nazivniku je funkcija sin, prema tome prevodimo u oblik cunjosjecnice s glavnom

osi okomitom na polarnu os

. 6 3 6% B 2
34+2sin(p) & 3-142-isin(p) 1+ 2sin(y)
Buducdi je ekscentricitet
2
=-<1
‘T3

radi se o elipsi. Iz jednadZbe cunjosjecnice slijedi D = 2, stoga je direktrisa pravac

=3

S

Il

Il
[N

94



5.2 Kompleksni brojevi

5.2 Kompleksni brojevi

Definicija 5.11. Kompleksni broj

Standardnim zapisom kompleksnog broja nazivamo brojeve oblika

zr + iz, zry 2 €ER

U standardnom zapisu
o 2, nazivamo realnim dijelom,
o z; imaginarnim dijelom kompleksnog broja.

Kompleksni broj za koji vrijedi i*> = i - i = —1 nazivamo imaginarnom jedinicom.

Definicija 5.12. Skup kompleksnih brojeva

Skup svih brojeva u standardnom zapisu
C={z+iz: 2,2 € R}

nazivamo skupom kompleksnih brojeva.

Definicija 5.13. Kompleksna ravnina

Ravnina u kojoj realni dio kompleksnog broja oznacavamo na horizontalnoj osi, a ima-
ginarni dio na okomitoj osi se naziva kompleksna ravnina. U kompleksnoj ravnini
horizontalnu (realnu) os oznacavamo s R (alternativno: Re ili samo x), a vertikalnu
(imaginarnu) os oznacavamo s ¥ (alternativno: Im ili samo iy).

S

2 [ =-=-=-= -*

@ Napomena Alternativno kompleksnu ravninu nazivamo Gaussova ravnina.

Definicija 5.14. Konjugiranje kompleksnih brojeva

Za svaki kompleksni broj z € C, njegov kompleksno konjugirani broj u oznaci Z odredu-

jemo na slijedeci nacin

Z=2zp+iz; = 2p — 124
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5.2 Kompleksni brojevi

@ Napomena Za kompleksne brojeve konjugiranje ima geometrijsko znacenje simetrije u odnosu

na realnu os u kompleksnoj ravnini. Kod mnoZenja vrijedi

> _ 2 2
2Z =z, + z;

Definicija 5.15. Algebarske operacije s kompleksnim brojevima

Za svaka dva kompleksna broja z = z, + iz;, w = w, + 1w; vrijedi

+i2;) - (wr +iw;) = (zrwy — Ziw;) + (2zrw; + ziwy)

ztw= (2 +iz) £ (0, +iw;) = (2, £ wy) + i(z; £ w;)
z - (zr

20 2W
ww  w? + w?

w =
z
w

SHRS

Definicija 5.16. Apsolutna vrijednost kompleksnog broja

Apsolutnu vrijednost kompleksnog broja racunamo po formuli

2| = /22 + 22

|2|? = 2z

iz koje slijedi

Definicija 5.17. Trigonometrijski zapis

Definirajmo realni polupravac (x > 0) kompleksne ravnine za polarnu os te uzmimo  za
kut spojnice ishodista i tocke z u odnosu na horizontalni poloZaj polarne osi.

Tako dobivene polarne koordinate tocke nazivamo trigonometrijski ili polarni zapis
kompleksnog broja, koje slijede iz formula za konverziju iz pravokutnih u polarne koordi-
nate:

z = zp +iz; = |z| cos (@) + i|z] sin (¢) = |2| (cos () + isin (¢))

Kut ¢ nazivamo argumentom kompleksnog broja-

@ Napomena Za odredivanje argumenta kompleksnog broja najprije racunamo vrijednost

z
pq = arctg | —

T

te pomocu nje odredimo argument kompleksnog broja prema tablici:

(Z,«, ZZ)

|0l En o] o
e | ¢ |7-¢a

277_3011

T+ Qa

Argument € [0, 2] jo§ zovemo i glavnim argumentom kompleksnog broja.
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5.2 Kompleksni brojevi

Definicija 5.18. Operacije s kompleksnim brojevima u trigonometrijskom zapisu

Neka su dani kompleksni brojevi
z = |z|(cos () +isin(p)), w = |w|(cos(#)+ isin(0))
u trigonometrijskom obliku.
1. mnoZenje
z-w = |z||w| (cos(p + 0) + isin(p + 6))
2. dijeljenje
z _ |4l

w = Tal (cos(p — 6) + isin(p — 0))

3. de Moivreova formula
2" = |z|"(cos (np) + isin (ny)), neN

4. n-ti korijen

2k 2k
%: n\/ |Z’ (COS (y) + ¢sin (u>) 5 k:(]ala"‘7n_1

n

Napomena Za svaki kompleksni broj z, n — ti korijeni ( {/z) predstavljaju vrhove pravilnog

n-terokuta upisanog u centralnu kruZnicu polumjera {/|z| u kompleksnoj ravnini.

Napomena Osnovna svojstva:

1. z+4+w = w + z, zbrajanje je komutativno (oduzimanje nije)
u+ (w+ 2) = (u+ w) + z, asocijativnost zbrajanja
240 = (2r +1iz;) + (0 + 0i) = z, nula ne utjece na zbrajanje
24 (—2) = (2 +i2) + (=2 —iz;) =0+ 0i = 0,
zw = wz, komutativnost mnozenja
u(wz) = (uw)z, asocijativnost mnoZenja

u(w + z) = uw + uz, distributivnost za zbrajanje i mnoZenje

Lo N S R N

wz=0 = w=0iliz=0

Primjer 5.6 Izracunajte

Q) (2430) - (—1+1) b) 2;’3?

RjeSenje
a) MnoZimo “svaki sa svakim” te koristimo definiciju imaginarne jedinice:

(243)- (—1+i)=-2+2I—3i+3i°=-2+2i-3i—3=5—1
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5.2 Kompleksni brojevi

b) Prema definiciji dijeljenja kompleksnih brojeva, slijedi:
24+3i 243 —1—i (2+43i)-(-1—14) —2—2i—3i—3i?

A4 “1+4i —1-i 1+1 - 2
1-5 1 5
T~ 79 T o279

Primjer 5.7 IzraCunajte

a) i(2—1)(3+4i) b) 2i+ 3t +i (=1 —3i)

RjeSenje Racunamo po dijelovima prema pravilima za operacije s kompleksnim brojevima:
a) i(2—1) (34 4i)
i(2—14)(344i) = (20 —i%) (3+4i) = (20 + 1) (3 + 4i)
=3+ 4i+ 6i + 8i* = —5+ 10i

b) 2i+ 3 +i (=1 —3i)

7

| R — 1+i 241
0 T — 2 _ (113
i+ o — +i( 3i) =2+ 5— 5 Ti(-1430)
2 . .2
—oi 2EBET g
4+1
13
:27:4-54-57:—2'—3
_ 1.8
55

Primjer 5.8 Izracunajte

a) Im[Re(1—2i)—i-Im(1+i)— 2i b) Re[(2—1i) (1 — 3i)®]

RjeSenje TraZe se realni i imaginarni dio kompleksnog broja. Ponajprije je potrebno odrediti

(izracunati) o kojem kompleksnom broju se radi, a tek onda izdvojiti traZeni dio tog broja.
a) Im[Re(1—2i) —i-Im(1+1i)—2i
Im[Re(1—2i)—i-Im(14i)—2i]=Im[l—i-1—2i]=Im[l—3i]=-3
b) Re[(2—1i)(1—3i)i]
Re[(2—1i)(1—3i)i*] = Re[(2—6i—i+3i%) - (—i)] = Re[(—1—Ti) - (—i)]
=Re[i+7i®] = Reli— 7] = Re[-T+i] = -7

Primjer 5.9 Kompleksni broj z = —1 + ¢ prebacite u trigonometrijski oblik.

RjeSenje Za trigonometrijski oblik kompleksnog broja potrebna su nam dva podatka: modul ili

apsolutna vrijednost |z| te argument, odnosno kut @:
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5.2 Kompleksni brojevi

r=—1l+i=|z|=V1+1=V2
obzirom da je realni dio negativan, a imaginarni pozitivan, iz tablice slijedi:

1 tel1] T 37
—_— = — ar =1nmT—— = —
1 ™ arctg 1 4

Zj
¢ =m — arctg|—| = 7 — arctg
Zr

3T . 3T
— 2z = \@ (cos <4) + 2s1n (4))
Primjer 5.10 Izracunajte
a) 2 (cos ( ) + ¢sin (3)) . (cos (%r) + isin (%’r))

b) 2(cos( )+zsm( )) (cos( )+ZSID( ))

RjeSenje Koristimo definicije operacija s kompleksnim brojevima u trigonometrijskom obliku:

a)
9 (cos (g) +isin (g)) -6 <cos <767r) +isin <7g>>
1 (cos (g T 75) +isin <§ 4 75)) —12 <cos <327T> +isin (?’D)
—12(0 i) = —12i

b)

Primjer 5.11 IzraCunajte

a) (2-2i)° b (—v3+i)

RjeSenje Poradi jednostavnijeg racunanja, broj zapisujemo u trigonometrijskom obliku, te pri-
mjenom de Moivreove formule 2" = |z|"(cos (ny) + isin (ny)), odredujemo glavnu vrijednost

argumenta i rjesenje na kraju zapisujemo u algebarskom obliku:
a) (2 —2i)°
. om .. [
z2=2—2 = z=1/8| cos T + 2sin e

0= (v8)' <cos (6“) Fisin (652»
() () o ()

= (V)" (eos (2) +isin (2)) = (vB) (0~ i) = 5121
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5.2 Kompleksni brojevi

b) (—v3+i)
z=—V34+i, |z]= \/\/§2+1:2
arct i arct arct T o7
=7 — =7 — | =7 - — == ===
2 g ¥ g —\/3 g 3 6 6
( ("”) (5))
z =21 cos + ¢ sin
6
z —27< ( >+z51n(7-5ﬂ->)
6
< <357r> <357r>>
= + isin
6
11
- < <47r—|—) +isin <47r+677)>
27( (117T>+Z m(llw))
6
1
— 128 <\/§ _ z> — 64v/3 — 64i
2 2
Primjer 5.12 Izracunajte (v/3 + i) 2. (1—i)'.
RjeSenje
z=V3+i=|z| =V3+1=2, o =arctg il :arctg’\/g‘:arctg ‘:g

z2=2 <cos (f) + ¢sin (f))
B 6 6
22 22 11 11
5T 5T 5T 5T
__ 922 on . _ 922 o7 .. o
=2 <cos<27r+ 3)+zs1n<27r+ 3)> 2 (cos(3)+zs1n<3>>

w=1-i=|w|=VI+1=V2

w
p = 27 — arctg | —
w’/‘

w =12 (Cos <7I> + isin (T))
o 3 (COS <15;L77r> i (151-177r>> _ 5 <COS <1057T) +isin <1Of77>>

4
= \@15 (cos (267r + %) + isin (2677 + E)) = \/515 (COS (%) + isin (Z>)

-1
:27T—arctg’1‘ = 21 — arctg|l| = 27 — T_Imm
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5.2 Kompleksni brojevi

22
(\/§+i> '(1_@15 — 522,15
=222 ( cos 5—7T + isin 5—77 . \@15 (cos (E> + ¢ sin (E>>
n 3 3 4 4
=222.9"\/2 . ( cos 5—7T—i—z + isin 5—W+E
N 3 4 3 4
237 237
_ 929 ) 49T T
=2 \/5 <cos< D ) —|—zsm< 1 ))
Primjer 5.13 Izracunajte

a) V1 —+/3i b) v/—i c) v/—8

RjeSenje Prvi korak je kompleksni broj pod korijenom zapisati u trigonometrijskom obliku, a

zatim upotrijebiti formulu za racunanje n-tog korijena kompleksnog broja.

a) vV1—+/3i

p=1-V3i= |z|=\1+v3 =2
; —v3 5
(p = 2m — arctg Zi = 27 — arctg {'zQﬂ—arctg’\/g‘:%T—g:;
Zr

e sefon(5) 1 (5)

. 54 2k 5Ty 2k
%zf/ﬁ(cos(z)’—;ﬂ + isin % Jk=0,1,2

101



5.2 Kompleksni brojevi

b) Y=
z=—i=|z|=V12=1
- -1 3
© = 27 — arctg Zi = 27 — arctg |— :27r—arctg|oo\:27r—ﬁz—7r
Zr 0 2 2

=1 cos 3—7T + 2 si 31 = cos S—W + isi 31
z = 5 isin 5 = 5 isin 5

3 3
LY L Py
7= {‘fl<cos (247T> +isin (247T>> k=0,1,2,3

z=-8= 2| =V82 =8

Zq

@ =7 — arctg

0
:W—arctg":W—arctg]0|:7r—0:7r
Zr -8

z = 8 (cos () + isin (m))

2 2
V2= %(Cos <W+3 kw) + isin <MT>> ,k=0,1,2

3
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5.2 Kompleksni brojevi

Primjer 5.14 Odredite x i y tako da vrijedi
a) 22 —5(x —1)+4i=yi—1 b) 2xi + 3yi + 17 = 3z + 2y + 18i

RjeSenje
a) Dva kompleksna broja su jednaka ako su im jednaki realni i imaginarni dijelovi, stoga
zadatak rjesavamo izjednacavanjem odgovarajucih izraza s lijeve i desne strane jednakosti:
2 =5 —1)+4i=yi—1

2 =5 —1)=-1 i y=4

22 =5 +54+1=0=2-52+6=0=21 =3, 20 =2
b)

2xi 4 3yi + 17 = 3z + 2y + 18i
17=3z+4+2y i 2z+3y=18

—z=3,y=414

Primjer 5.15 Rjesite jednadzbu |z + 1| + 2i + z = 0.
RjeSenje Nepoznanica u ovoj jednadzbi je kompleksni broj z. Zapisimo ga u algebarskom obliku
i iskoristimo definicije modula i kompleksno-konjugiranog broja:
lz+1|4+2i4+2z=0
|z +yi+ 1| +2i+x+yi=0
(z+1)+yi| +2i+x—yi=0
VEc+1)?+1y2+2i+x—yi=0
izjednacimo realne i imaginarne dijelove s lijeve i desne strane
2—y=0=—=y=2
(z+1)°+y24+2=0=/(z+1)*+22=—z
(41 4+4=0? =2 +2r+1+4=2

)

konacno rjesenje moramo zapisati u obliku broja z koji je bio nepoznanica u ovoj jednadzbi:

)
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5.2 Kompleksni brojevi

Primjer 5.16 RjeSite jednadzbu z + |z| = 2(Z + 1) + 2i.
Rjesenje
z+ ]zl =2(Z+1) +2i

r4yitlr+yil=2@+yi+1)+2i
rHyi+ Va2 +y2 =2 —yi+1)+ 2

THyi+ a2 +y? =20 — 2y +2+2i
y:—2y+2:>y:g
T4+ =2 42= a2+ 2 =a+2

P24t =@+2? =4yt =22+ 20+ 4

2
<3> :2x+4:>x:—£

2
z = 3 2’L

Primjer 5.17 Rjeite jednadZbu 2% + 222 — 3 = 0.

RjeSenje Ova bikvadratna jednadZba u varijabli z ima Cetiri rjesenja, a rjeSavamo ju supstitu-

cijom:
4422 -3=0
t=22=—=14+2t-3=0=1; =1,ts = -3
2=1=2=4+V1==1
z2:—3:>z::|:\/—7::|:\/§i
Konacna rjeSenja su: 21 = 1, zp = —1, 23 = /3i, 24 = —/3i. U ovom primjeru bilo je

Jjednostavno odrediti rjeSenja dviju kvadratnih jednadzbi i nije bilo potrebno koristiti formulu za

racunanje korijena kompleksnog broja.

Primjer 5.18 Rjesite jednadzbu (z — 2)* = 23,
Rjesenje
(z—2)% =25
23 —322.2432-(-2)2—-8=2°
622 4+122 —8=0=32"—62+4=0

6++—12  6+2V3i V3.
6 6 3

212 =
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5.2 Kompleksni brojevi

Primjer 5.19 Rjesite jednadzbu z* — 16 = 0.
Rjesenje
A 16=0=2'=16= 2= V16
w=16 = |w| = V162 = 16

Wi
p = arctg ‘
w

= arctg = arctg|0] =0

o
16
w = 16 (cos (0) + isin (0))

2 2
vw = %(cos <O+ kﬂ) + isin (M>) k=0,1,2,3

r

k=0= wy =2 (cos(0) +Zsm?0)) =2 4

b= 1= un =2 (cos (2) isin () ) =2 (cos (5) isin (5)) =2
=2 wy =2 (cos (‘T) +isin <4:>> — 2 (cos () + isin () = —2
e=3 = un =2 (cos (5 ) isin () ) =2 (con (5 ) s (57) ) = -2

Konacno rjesenje: z1 3 = £2, 294 = £2i.

)
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5.3 Zadaci za vjezbu

5.3 Zadaci za vjezbu

Zadatak 5.1 Oznacite u polarnom koordinatnom sustavu pozicije to¢aka

2) (2,7) o) (4,%) e (=3,-%)

b (=3.%) O (4%)

Zadatak 5.2 Odredite polarne koordinate r > 0, ¢ € [0, 2) za slijedeée toCke:

a) (071) 9) (\/i \/i) e) (_17_1)

b) (—4,0 d) (—1,v5) f) (3,4)
RjeSenje

a) (1,3) ¢) (2.%) e) (V2,5F)

b) (4,7) d) (V6,-1.15) £ (5,0.93)

Zadatak 5.3 Odredite pravokutne koordinate (z, y) za slijedeée tocke:

2 (2,3) o (v20.7) e (2,-§)

b) (1,3F) d) (3m,3m) f) (2,3F)
RjeSenje

a) (0,2) ¢) (v10,v10) e) (V3,-1)

b) (0,-1) d) (=3m,0) fH (-v31)

Zadatak 5.4 Kolika je udaljenost izmedu totaka T3 (3,%), T (4,7)?
RjeSenje 5

Zadatak 5.5 Nacrtajte polarni graf funkcije » = 4 + 4 cos (p), ¢ € [0,27) .
Rjesenje

Radi se o kardioidi kao u primjeru 5.4, za koju

Jednadzba u pravokutnim koordinatama glasi

(22 + 12 +42)° = 16 (2% + 1)
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5.3 Zadaci za vjezbu

#: Zadatak 5.6 Nacrtajte polarni graf funkcije r = 1 + cos (¢), ¢ € [0,27) . Te odredite zapis

funkcije u pravokutnim koordinatama? Da li je graf funkcije simetrican?

RjeSenje

Radi se o kardioidi kao u primjeru 5.4, koja
Jje simetricna u odnosu na polarnu os i za koju

Jednadzba u pravokutnim koordinatama glasi

(a:2 + ¢ +x)2 = (m2 +y2)

#  Zadatak 5.7 Odredite oblik cunjosje€nica, njihove ekscentricitete i jednadZbu direktrise za

slijedece krivulje zadane u polarnom zapisu

12 2
= — b = - - = —
Hr 44 5cos (p) )T 2 —2cos(p) or 3 — cos ()
RjeSenje
Y 12
hiperbola, e = —, v = —
a) hiperbola, e = 7 x 3
b) parabola, e =1, © = —5
) 1
c) elipsa, e = 3 r=-2
#:  Zadatak 5.8 Odredite trigonometrijski oblik kompleksnog broja z
Q) z=2-2i b) z=—i c) 2= —V3+i d)z:_g_ig
RjeSenje

V2 (cos () +isin (7))

b) z = cos (3 )+zs1n(327r)

a) z

# Zadatak 5.9 IzraCunajte

a) 3 (cos( ) + ¢ sin (%)) -9 (cos (%) —i—zsm(

b) 3 (cos (%) + isin (%”)) : 9 (cos (%”) + isin (

RjeSenje

a) 27 (cos (37) + isin (37)) = —27i

c) z=2 (cos (%) + isin (%”))
d) z = cos (5”) + isin (%’r)

)
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5.3 Zadaci za vjezbu

- Zadatak 5.10 IzraCunajte

a) (2-2i)° ¢) (~V3+i)
st o (-5

RjeSenje
a) —128 +128i b) —8i c) 64+/3 — 64i d) —i

4 Zadatak 5.11 IzraCunajte

a) V2 —2i c) Vi &) 4—@—@@
b) V/=1—i d) /27
RjeSenje

a) z, =2 (cos <7W—;8kﬂ> isin (77r —|—8k7r>> , k=0,1,2.

k k
b) zk:{j/§<cos<57r—|1_87r> 77T+87r>>,k:0,1,2.

4 4

c) zp = | cos M + isin m ,k=0,1,2,3.
8 8

d) zk:3<cos (2’;”) +isin <2§”>> k=0,1,2.

5t + 8k .. (5m+8kw
e) zp = (cos <16> + isin (16)) ,k=0,1,2

#:  Zadatak 5.12 Jedno rjeenje jednadzbe z* — 823 + 3322 — 682 + 52 = 0 iznosi z; = 2 + 3i.
IzraCunajte ostala rjesenja jednadZbe.

RjeSenje 29 =2 — 3i, 234 = 2

#: Zadatak 5.13 Rijesite jednadzbu 2% + 8 = 0 u skupu kompleksnih brojeva. Rjesenja prikaZite
u Gaussovoj (kompleksnoj) ravnini.

Rjesenje

6
#y  Zadatak 5.14 Izraunajte (2“
11753 10296 .

1
Rjefenje — (34 4i)0 = ——02 _ 202D
jeSenje =5 (3+ i)° 15625 15625
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5.3 Zadaci za vjezbu

Zadatak 5.15 Zadani su kompleksni brojevi z = —17 — 6i, w = 3 + i. Odredite kompleksni

broj u tako da vijedi
1 3 1

m:z+2w

RjeSenje u=—-9 —7i

Zadatak 5.16 Odredite z, y tako da vrijedi jednakost
1 1

=1
rtyi 1+2

RjeSenje z =1, y = —%

Zadatak 5.17 RijeSite jednadZbu

2?2 = (1 —i—i\/§>3

Kompleksna rjesenja napisite u standardnom zapisu kompleksnog broja.
RjeSenje z; = 2v/2i, 20 = —2v/2i

Zadatak 5.18 Rijesite jednadZbu
M =-2+4i2V3
Kompleksna rjeSenja napisite u standardnom zapisu kompleksnog broja.

V6 | V2 V2 4 56 V6 _ V2

s _ . _ . VB _ V2 _ 6
RjeSenje 21 =3+ =3 +iF m=—5 -y =75 —iy

Zadatak 5.19 Rijesite jednadZbu
Z+|z+1+2i=0.

5
RjeSenje z = 5 + 2i

Zadatak 5.20 RijeSite jednadZbu
|z 43l —2i+2—4=

9
Rjesenje z = ~3 + 24
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Poglavlje

Nizovi i redovi

J Niz realnih brojeva J Red realnih brojeva

6.1 Niz realnih brojeva

Definicija 6.1. Niz realnih brojeva

Preslikavanje a : N — R nazivamo niz realnih brojeva, pri tome je a(n) = a,, op¢i ¢lan
niza.

o Elemente a1, ao, ... nazivamo ¢lanovima niza.

o Niz se obicno zadaje formulom za njegov n — ti element.

o Skraceno niz oznacavamo (ay,).

o KaZemo da je niz konstantan ako su mu svi ¢lanovi jednaki.

Definicija 6.2. Aritmeticki niz

Niz realnih brojeva (ay,) je aritmeti¢ki niz ako postoji takav realan broj d € R za koji
vrijedi

Ant1 —ap =d, VYn eN.

Realan broj d iz definicije nazivamo diferencija aritmetickog niza.

Definicija 6.3. Geometrijski niz

Niz realnih brojeva (ay,) je geometrijski niz ako postoji takav realan broj q € R za koji

vrijedi

a
ntl =gq, VneN.
an

n+1
2n—1°

Primjer 6.1 Napisite prvih 5 ¢lanova niza ¢iji je op¢i ¢lan a,, =



6.1 Niz realnih brojeva

RjeSenje U formulu za opci ¢lan niza uvrstavamo odgovarajuci prirodni broj n:

n=1 = a1:2:
3
n=2 = agzizl
n=3 = a3:g
n=4 = a4:96
n=»5 = a5 = 77

4 1 8
Primjer 6.2 Nadite op¢i ¢lan niza ako su zadana prva Cetiri ¢lana 5T Ty T

RjeSenje Svaki clan niza zapisemo koriste¢i odgovarajuci prirodni, to jest njegov redni broj n

te, ukoliko je potrebno, proSirimo clan niza mnoZenjem kako bismo omogudili takav zapis:
2 4 6 8 2-1 2-2 2-3 2-4 2n
—— e . = — ,— ,— ,— ap = —
10" 117 127 13 149 249 349 449 n+9

.. . . . . 1 1
Primjer 6.3 Nadite op¢i ¢lan niza ako su zadana prva Cetiri ¢lana 0, 3 0, VIR
RjeSenje Primijetimo da je svaki ¢lan niza s neparnim indeksom jednak 0, odnosno ag,—1 = 0.
Svi ¢lanovi niza s parnim indeksima u brojniku imaju 1, a nazivnici se povecavaju za 1, pocevsi

od 3. To moZemo zapisati kao: as, = n%ﬂ, dakle:

0, zaneparninty. n=2k—1

zaparnint. n =2k

Definicija 6.4. Monotonost niza

KazZemo da je niz (a,,) rastuéi ako vrijedi

Ap4+1 = Qp, Y1 € N,
odnosno strogo rastuci ako vrijedi

Gn41 > A, Vn € N
KazZemo da je niz (a,,) padajuéi ako vrijedi

Ont1 < Gp, YN € N|
odnosno strogo padajuéi ako vrijedi

Ont1 < G, Vn € N.

Niz (a,,) je monoton ako je rastuci ili padajuci, odnosno strogo monoton ako je strogo

rastuci ili strogo padajuci.
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6.1 Niz realnih brojeva

Definicija 6.5. Omedenost niza

KaZemo da je niz (a,,) omeden odozgor (odozdol) ako je skup vrijednosti niza {ay}
omeden odozgor (odozdol).

KaZemo da je niz omeden ako je omeden odozgor i omeden odozdol.

n
n+9

Primjer 6.4 Ispitajte rast i pad niza zadanog opéim ¢lanom a,, =

RjeSenje Ispisimo prva Cetiri clana niza: —

— =, ... P jer bi '
011 120 13 romatramo omjer bilo koja dva

susjedna clana niza na sljedeci nacin:

Gn+1 #J{}Lg n?+10n+9 9
an P} n* + 10n n=+ 10n

Buduci da je omjer sljedbenika opceg clana i opceg clana niza strogo veéi od 1, niz je strogo
rastuci.

.. .. . . L n
Primjer 6.5 Ispitajte rast i pad niza zadanog op¢im ¢lanom a, = — G

7 14 21 28

RjeSenje Ispisimo prva Cetiri ¢lana niza: 5= —1.4, -5 = -7, 3= 7, 0= 2.8.

Iz zapisa prva Cetiri ¢lana niza ocito je da niz niti raste, niti pada, to jest zakljucujemo da nije

monoton.

Primjer 6.6 Kakav je harmonijski niz (rastudi ili padajuci)?

1
RjeSenje Harmonijski niz je zadan opcéim clanom a,, = —. Bududi uvijek vrijedi

n
1 1
n<n+l<+ —>
n n+1
moZemo zakljuciti
an > Gn+1

odakle slijedi: harmonijski niz je strogo monoton (padajuci).

Primjer 6.7 Ispitajte omedenost harmonijskog niza.

RjeSenje Vidjeli smo da je harmonijski niz strogo padajuci, a buduci iz
1 1
neEN = n>1 —= —<-=1

n 1

znamo da je harmonijski niz omeden odozgor. Isto tako znamo
1

n>0 = —>0,VneN
n

prema tome je harmonijski niz omeden odozdol s 0, tj. moZemo zakljuciti harmonijski niz je

omeden.

Primjer 6.8 Ispitajte omedenost nizova zadnih opéim ¢lanovima a,, = \/n, i a, = (—1)"y/n.
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6.1 Niz realnih brojeva

RjeSenje
1. Uvijek vrijedin < n+1 = /n < /n+ 1, tj. niz je strogo rastuci, a buduci je prvi
¢lan a1 = 1 slijedi da je niz omeden odozdol
2. Za parne indekse n = 2k imamo clanove oblika a, = \/2k, a to je novi niz koji je
strogo rastuci, dok za neparne indekse n = 2k + 1 imamo novi niz s clanovima oblika
ap = —/2k + 1 koji je strogo padajuci zbog
2k +1<2(k+1)+1=2k+3

odakle slijedi

Vok+1< V2% +3 = —V2%k+1>-—V2k+3

Dakle, niz a,, = (—1)"+/n nije omeden odozdol ni odozgor, drugim rijecim to je primjer

neomedenog niza.

- . . 3ln+1
Primjer 6.9 Ispitajte omedenost niza zadanog op¢im ¢lanom a,, = + .
n
RjeSenje Promotrimo omjer susjedna dva ¢lana niza:
31(n+1)+1
Gn+1 —(211)4_ _ 31n% + 32n -
an  AmEL 3102 4320 41

Zakljucujemo da niz strogo pada te da je njegov najveci element a1y = 32. Kako su svi elementi
niza manji od 32 slijedi da je niz omeden odozgor.

Zapisemo li opci ¢lan niza u obliku
_3ln+1 3In 31 31

an, + — =314+ —
n n n n

vidimo da su svi elementi niza veéi od 31 te da je niz omeden odozdol.

Stoga zakljucujemo, 31 < a,, < 32, drugim rijecima, niz je omeden.

Definicija 6.6. c-okolina

Neka je zadan ag € R za € > 0 skup
Oc(ap) ={a € R : |a—ap| < €}

nazivamo e-okolina od a.

Definicija 6.7. Gomiliste niza

Realan broj A nazivamo gomiliStem niza (a,,), ako se unutar svake njegove e-okoline

nalazi beskonacno mnogo clanova niza (ay,).

Teorem 6.1
Svaki omedeni niz realnih brojeva ima barem jedno gomiliste.
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6.1 Niz realnih brojeva

Definicija 6.8. Konvergencija niza

Niz realnih brojeva (a,,) konvergira realnom broju L, ako je L jedino gomiliste niza (a,,).
Broj L nazivamo limes niza (ay,) i piSemo L = lim ay,, ili skraceno a, — L.

n—,oo
Ako niz realnih brojeva (a,,) ima limes L € R, onda kaZemo da je konvergentan. Ako

niz nije konvergentan, onda kaZemo da je divergentan.

Definicija 6.9. Svojstva konvergentnih nizova

1. Konvergentan niz je omeden.
2. Konvergentan niz ima samo jedan limes.

3. Ako je niz realnih brojeva monoton i omeden, onda je konvergentan.

Definicija 6.10. Osnovna pravila konvergentnih nizova

Neka su (ay,) i (by) konvergentni nizovi, tada vrijedi
I. lim (ay, + b,) = lim a, + lim b,
n—oo n—oo n—,oo

2. lim (ap — by) = li_)m an, — lim b,
n—oo

n—00 n—oo
3. lim (ay - by) = lim a, - lim b,
n—o0 n—oo n—oo
a lim a,
4. ako vrijedi b, # 0, Vni lim b, # 0 tada slijedi lim — = 22>
n—00 n—00 b'n lim bn
n—oo

5. za A € Rvrijedi lim (A-a,) =X- lim a,
n—ro0

n—oo

Definicija 6.11. Divergentni nizovi

KaZemo da niz realnih brojeva (a,,) divergira prema +oc i piSemo lim a,, = +o0, ako
n—oo

za svaki realan broj M > 0 postoji ng € N takav da vrijedi Yn > ny = a, > M.

KaZemo da niz realnih brojeva (a,,) divergira prema —oo i pisSemo lim a,, = —oo, ako

n—oo

za svaki realan broj M < 0 postoji ng € N takav da vrijedi Vn > ny = a, < M.

Neka su nizovi (ay,) i (by) takvi da vrijedi
lim ay, =ag >0ib, >0, lim b, =0,
n—oo n—oo

tada vrijedi

lim — = +o0.
n—oo by,
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6.1 Niz realnih brojeva

Definicija 6.12. Pravila za divergentne nizove

Neka za (ay,), (by) i (¢n) nizove vrijedi

lim a, = 400, lim b, = +o00, lim ¢, =c€R
n—oo n—oo n—oo

tada vrijedi

1. lim (ap + by) = 400
n—oo
2. lim (ap + ¢p) = +©
n—00
3. lim (ay, - by) = 400
n—o0
4. lim (ay, - ¢n) = 400 ako je ¢ > 0, odnosno —oo ako je ¢ < 0
n—o0
5. lim %= =0
n—oo n

Primjer 6.10 PokaZite da je harmonijski niz konvergentan.

Rjesenje Vidjeli smo otprije da je harmonijski niz strogo padajuci, tj. monoton te kako je
omeden odozdol i odozgor. Prema trecem svojstvu za konvergentne nizove tada slijedi da je

harmonijski niz konvergentan.

1 n—1
Primjer 6.11 Ispitajte konvergenciju niza a,, = <§> .

RjeSenje Iz omjera dva susjedna clana

1\n+1-1 1\n
ane1 _ (3) _ @ _ 1 _ 1y
1\n—1 1\n—1 1\—1
n (2) (2) (2) 2
zakljucujemo kako se radi o strogo padajucem geometrijskom nizu. Prvi ¢lan niza iznosi a; =
1-1
1

3 = 1 ujedno je njegov najveci element, prema tome, niz je omeden odozgor. Buduci su

svi clanovi niza pozitivni, a radi se o strogo padajucem nizu koji je omeden odozdol iz treceg

svojstva konvergentnih nizova zakljucujemo kako se radi o konvergentnom nizu.

1+ (=)™
Primjer 6.12 Ispitajte konvergenciju niza zadanog op¢im ¢lanom a,, = %
RjeSenje clanovi niza su: 1,0,1,0,1,... Vidimo kako niz ima dva gomilista 0 i 1 stoga nije

konvergentan.
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6.1 Niz realnih brojeva

1
(n+2)?—(n—2)*"

Primjer 6.13 Ispitajte konvergenciju niza zadanog op¢im ¢lanom a,, =

RjeSenje Sredivanjem izraza za opci ¢lan niza dobijemo
1 1
e S Y LI i
odakle vidimo da je a,, > 0, odnosno da je niz omeden odozdol. Buduci vrijedi
1

Uil _ 80D _ M
an, % n+1

zakljucujemo kako se radi o strogo padajucem nizu koji je omeden odozdol. Takoder, iz treceg

svojstva konvergentnih nizova proizlazi da je niz konvergenta.

3 1
Primjer 6.14 Odredite limes niza zadanog op¢im ¢lanom lim nt .
n—oo hn — 2

RjeSenje
. 3n+1 . 3n+l /:n . 3+1 341 340 3
lim = lim —— = lim > = 2 = ==
nso0bn—2 noobn—2 /in nob-—2 52 5-0 5

2 1
Primjer 6.15 Odredite limes niza zadanog op¢im ¢lanom lim nt .
n—oo Hn2 — 1

Rjesenje
lim 2ntl m 2n+1 /:n? :%Jr#:%—i-é:O—FO:Q:O
nooobn? —1  mooobn? -1 /:in? 5-L  5-L " 5-0 5
n?+2
Primjer 6.16 Odredite limes niza zadanog op¢im ¢lanom lim .
RjeSenje
ont42 L nP42 [in? 1+2% 1+2 _1+0_ 1
n=oo4n +1 n—oodn + 1 /:n2_%+n—g_%+é 0+0 O
V2n? +3n—1
Primjer 6.17 Odredite limes niza zadanog op¢im ¢lanom lim ventton 2l .
n—00 2n + 3
RjeSenje
2 —
VI idn—1 . Vaiisn—1 /:n . PR
lim ——————— = lim = lim —————5—
n—00 2n + 3 n—00 2n+3 /:n n—00 2+ =
3_ 1 3 1
. \/2+E_ﬁ_\/2+§_§_\/2+0—0_ﬁ
S s 243 2432 240 2

Primjer 6.18 Odredite limes niza zadanog op¢im ¢lanom lim (v/3n+2 — v/5n) .
n—oo
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6.1 Niz realnih brojeva

RjeSenje
li_>m (\/SW — @) = 00 — 00 (neodredeni oblik)
. V3n+ 2+ vbn
= lim (vV3n+2—+Vbn) -
nﬁoo( ) V3n+ 2+ +vVbdn

~ lim 3n+2—-5n . —2n+2 /:n

n%oo\/3n+ +\/5? oo Bn 12+ von [ n

= lim _2+7

”*“,/3+n2+\f Ve+2 +\f
~240

T V0+0+40 457_

n+2 n+1
Primjer 6.19 Odredite limes niza zadanog op¢im ¢lanom lim ( ) .

n—oo \n — 3
RjeSenje
. n+2\"" . n+ 2 ntl . n+2—-n+3\"""
lim = lim (1+ -1 =lim (1+ —
n—oo \n — 3 n—00 n—3 n—00 n—3
5 n+1 n+1
=Ilim (14+ —— =lim (1+—
n—00 n—3 n—00 %3
ne3 5 n+1
. 1 5 \n+l1
= lim 1+ =3 = lim (@n—S)
n—o0 T n—o0
5n+5 lim B&nt5 Snt5 /i lim +%
— hm en—3 — en—oo n—3 __ en—co n—3 /im __ en—>® 1-=
n—o0
i 5+0
= el_% — el1-0 = 65
. N . o . (n+1)!
Primjer 6.20 Odredite limes niza zadanog op¢im ¢lanom lim ————.
n—oon! — (n +1)!
RjeSenje
1! 1) -n! 1) -n! 1
lm P ED g, (eEDent g (A Dent
nsoonl—(n+1)! nooconl—(n+1)-n! nocon!l(l—(n+1)) noco —n

1 .
_ oy PTL /im

n—oo —m /:n =1
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6.2 Red realnih brojeva

6.2 Red realnih brojeva

Definicija 6.14. Pojam reda

Uz nizove povezujemo beskonacne sume oblika

al+az+---+ap+---,
koje moZemo izracunati do odredenog clana (parcijalna suma).
Red je uredeni par niza (a,) i pripadajuceg niza parcijalnih suma (S,) definiranog s

S1 = a1, Sp = Sn—1 + ay. Red oznacavamo simbolom .

Definicija 6.15. Konvergencija reda

KaZemo da red ), a,, konvergira prema S, odnosno da mu je suma jednaka S ako vrijedi

lim S, =S8
n—oo
o0
Za sumu reda (ay,) pisemo Y a, = S.
n=1

Definicija 6.16. Nuzan uvjet konvergencije reda

Da bi red Y, a,, konvergirao, nuzno mora vrijediti

lim a, =0.
n—oo

Red s pozitivnim clanovima konvergira onda i samo onda ako je pripadajuci niz parcijalnih

suma ogranicen odozgor.

Definicija 6.17. Kriteriji konvergencije redova s pozitivnim ¢lanovima

1. Poredbeni kriterij
Neka za nizove (ay,) i (by) postoji prirodan broj ng € N takav da vrijedi Vn >
ng = an < by. Tada vrijedi:
(a). Ako red Z by, konvergira, tada konvergira i red Z an
(b). Ako red Z ay, divergira, tada divergira i red Z b
2. Poredbeni krlterl] pomocu limesa

Neka su (ay,) i (by) nizovi s pozitivnim ¢lanovima takvi da postoji limes

lim 2 =1 +£0

n—oo n
Tada dva reda ), ay, i Y by, konvergiraju, ili oba divergiraju.
3. D’Alembertov kriterij
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6.2 Red realnih brojeva

Neka je . ay, red s pozitivnim ¢lanovima. Ako postoji limes

. Ap+1
q = lim nt
n—00 (U

tada vrijedi
o red konvergira za q < 1
o red divergiraza q > 1
o za q¢ = 1 nema odluke po ovom kriteriju
4. Cauchyjev kriterij

Neka je Y a,, red s pozitivnim ¢lanovima. Ako postoji limes

1= 55, Von
tada vrijedi
o red konvergira za q < 1
o red divergiraza q > 1

o za q = 1 nema odluke po ovom kriteriju

Primjer divergentnog reda kojega Cesto koristimo za poredbeni kriteri je harmonijski

red ~
>
n=1 n
> 1
Primjer 6.21 Odredite sumu reda » , ———.
n=inn+1)
RjeSenje Iskoristimo jednakost
1 1 1

nin+1) n n+1
te pomocu nje zapisimo red na sljedeci nacin

Raspisivanjem nekoliko ¢lanova uocavamo ponistavanje

S -( )

odakle dobijemo

0

s 1 , 1
;M:nﬁﬁo(l‘%{):l
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6.2 Red realnih brojeva

Definicija 6.18. Alternirajuci redovi

Za redove kojima su clanovi naizmjenice pozitivni i negativni kaZemo da su alternirajuci
redovi.

Leibnizov kriterij

o0
Ako za red s alternirajucim clanovima Y. (—1)"**

n=1

an vrijedi
1. (ay,) je padajudi niz

2. lim a, =0
n—oo

tada je on konvergentan.

oo
Primjer 6.22 Odredite sumu za geometrijski red > ag™, 0 < ¢ < 1.
n=0

RjeSenje Iskoristimo jednakost (koja slijedi iz Binomnog poucka)

n—2 n—1 1- qn
I4+q+-+q¢" " +q¢  =—1,
I—gq
tj. niz parcijalnih suma ima opci ¢lan
1— n+1
S, = e B
l—q
pomocu kojega moZemo zapisati sumu reda u obliku limesa niza
o0 oo
1— n+1 a
Zaq":a-z:qn:a- lim q = lim (1—q"+1)
o o n—oo 1 — q 1— q n—oo

0
za 0 < q < 1 vrijedi 1i_>m (1-— M = 1 ¢ime dobijemo
n—oo

> a
z:aq":1 , zal0<g<l1
n=0 -4
500 14+ 3
Primjer 6.23 Odredite parcijalnu sumu reda +2 n.
n=1

RjeSenje Razlika susjedna dva clana iznosi

1+3n+1) 1+43n 14+3n+3—-1-3n 3
4= any1 = an = 2 T T 2 2

stoga je red aritmeticki.

Suma prvih n clanova aritmetickog reda racuna se po formuli:
n n
Sp = 5-(2a1+(n—1)d) =5 (a1 + an)

Prvi i 500. ¢lan reda su:

1+3 .
GIZT:2, I asp0 =

stoga je parcijalna suma reda jednaka:

1501
Ss00 = % (2 + 520> = 188125

143-500 1501
2 2




6.2 Red realnih brojeva

(o)
Primjer 6.24 Odredite sumu reda > 3271,

n=1
RjeSenje Kvocijent susjedna dva clana je
an+1 3. 2n+1—1 on

= = =2
an 3-2n-1 2n . 2-1

pa je red geometrijski.

Suma clanova geometriskog reda za q < 1 racuna se po formuli:
a1
=1 .
Buduci je ¢ > 1 red divergira, i njegova suma je: oo.

x 3
Primjer 6.25 Ispitajte konvergenciju reda .
J pitay gency n; (4n — 2)(n +5)

RjeSenje Provjerimo vrijedi li nuZan uvjet:

lim 5 *3*0
n—oo (4n —2)(n+5) oo

oo

Poredbenim kriterijem zadani red usporedit cemo s redom ) b, = ) 77 | — (n T

(0.)
gentan. Neka je > an, = > m.
=
Poredbenim kriterijem imamo:

3 koji je konver-

3 2
. an . {@dn—2)(nt5) . In“ + 3n
lim — = lim ———+ =
n—oo b, n—oo CESY) n—oo 4n2 + 20n — 2n — 10
3n? +3n :n? 3432 3
n—>oo4n2+20n—2n—10 /:n? "_>°°4+?_71T2 4

x 3
prema tome red Y a,, = nZ::l @n—2)(n<5)

Jje konvergentan.

0 1
Primjer 6.26 Ispitajte konvergenciju reda > ————.
n=1y/n(n+1)
* 1
Rjesenje Red Y a, = Y., ——————— cemo usporediti s divergentnim harmonijskim redom
n=1+/n(n+1
x 1
dbn= > —.
n=1"

Koristimo drugi poredbeni kriterij pomocu limesa.
1

aj_hmiVn("Jrl)_th n_/:n

nh—>nolo bn S yare % i saree) w/n2—|—n n1—>oo 1/7124—72 /7’L
~ % =170
stoga red Y a, = Z ——— divergira
[ n(n +1)

[e.°]

1
n=1 \/ﬁ

Primjer 6.27 Ispitajte konvergenciju reda



6.2 Red realnih brojeva

RjeSenje Provjerimo vrijedi li nuZan uvjet:

1 1
lim —=—=0
n—o00 +/N 00
o 1 x 1
Red > by, = Y, —= ¢emo usporedit s harmonijskim redom ) a, = > — koji je diver-
n=1 VTN n=1M
gentan.
1
Koristimo prvi poredbeni kriterij. Provjerit cemo da je a,, < by tj. % < 7
n

Vrijedi:

1 1
Red > b, = Z —— usporedit éemo s harmonijskim redom > a,, = > > | — koji je divergen-

n=1 Inn n=l
tan.
1 1
Provjerit cemo da je a, < by tj. — S —
Inn’
Vrijedi:
1 1
n>Inn /:lon :>L21 /in = —2>—
Inn Inn — n
te je red Z 1 — divergentan.
n=1
o0 n
Primjer 6.29 Ispitajte konvergenciju reda -
n=1 T
n n
Rjesenje Kako vrijedi da je lim 77 = 0 zadovoljen je nuZan uvjet, jer je lim — = 0.
n—oo n—oo n!

Koristenjem D Alambertova kriterija imamo:
3n+1
3"-3-n! 3 3
lim 27 — lim w: lim —> 2" iy —=—=0<1
n—oo  Qay n—00 or n—oo 3N - (n =+ 1) -n! n—oon + 1 o0

n

x 3
4. red Y — je konvergentan.
n=1 n'

. o . x (n+1\"
Primjer 6.30 Ispitajte konvergenciju reda 3
n=1 n



6.2 Red realnih brojeva

RjeSenje Koristenjem Cauchyeva kriterija imao:

\" 1 1 /: 1+1 1
lim a, = lim ¢ <n3—|— > = lim ntl_ li L/n— lim t =
n

= lim =
n—oco n—00 nsoo  3n n—oco  3n /:n n—oo 3 3

00 1\"
zbog nh_)rgo Yay, = % < 1 zakljucujemo da je red nz::l <n3—; > konvergentan.

00 1 n
Primjer 6.31 Ispitajte konvergenciju reda 3 (—1)"" (3) .
n=1

RjesSenje Bududi se radi o redu s alternirajucim clanovima moZemo primijeniti Leibnizov kriterij.

1 n
l. niza, = <> mora biti padajuci

3

nt1 _ (%)mrl _ (%
1
3

o

zakljucujemo, niz je strogo padajuci

2. Kako je lim a" =02za 0 < a < 1 slijedi:

n—oo
1 n
lim a, = lim () =0
n—o0 n—oo \ 3

0 1\"
dakle, red Y (—1)"** <3> Je konvergentan

n=1

) (_ 1)n+1
Primjer 6.32 Ispitajte konvergenciju reda
n=1 n

RjeSenje Buduci se radi o redu s alternirajucim clanovima primijenjujemo Leibnizov kriterij.
1. (ayp) = e Sto je harmonijski niz za koji znamo kako je strogo padajuci niz, zakljucujemo
kako je prvi uvjet u Leibnizovu kriteriju ispunjen
2. takoder znamo iz prethodnih zadataka kako je limes harmonijskog niza jednak 0, ¢ime je
ispunjen i drugi uvjet Leibnizova kriterija
3. buduci su ispunjena oba uvjeta Leibnizova kriterija zakljucujemo kako se radi o konver-

gentnom alternirajuc¢em redu



6.3 Zadaci za vjezbu

6.3 Zadaci za vjezbu

Zadatak 6.1 Ispitajte monotonost sljede¢ih nizova zadanih op¢im ¢lanom

a) 2
Qa =
" 1+43n
2
b = —
) a’I’L n2
RjeSenje

a) strogo padajuci

b) strogo padajuci

) n
c) a, =
" n+1
3n
d —
) on n?+1

c) strogo rastuci

d) strogo padajuci

e) i

fo—

o241
2n+3

f =

) an 3n+1

e) strogo rastuci

f) strogo padajuci

Zadatak 6.2 Ispitajte omedenost sljedecih nizova zadanih opéim ¢lanom

a) 2
a =
" 1+43n
2
b = —
) an 2
Rjesenje

a) omeden: 0 < a,, < %

b) omeden: 0 < a,, <2

) n

c) a, =

" n+1
3n

d -

)an TL2+1

c) omeden: % <a, <1

d) omeden: 0 < a,, < %

e) omeden:

f) omeden:

SN

Zadatak 6.3 Odredite limes sljedecih nizova zadanih opéim ¢lanom

a) ap, =vn+1—+/n

3/ 2
n*+1

b =
) an n+1
0 3n+95

a = -——

" 3n24+2n+4

RjeSenje

a) 0
b) 0
c) 0

5+mn — 3n?
d) a, = - "
) an 4 —n—+ 2n?
n
= E s

n n
b an = <n+1>

d) -3
e)
f

Ql= =

(n 1>n+1
g) anp =
n—3

h) a, = <1+ 2>"
n

i) a, =vnl+n2—n?

g) et

h) e?
i)

N[ =

- Zadatak 6.4 Ispitajte usporedivanjem ili primjenom uvjeta za konvergenciju sljedeée redove



6.3 Zadaci za vjezbu

(o]
2D
n=1
= n
b
) Z on + 2
n=1
Rjesenje

a) konvergira

b) divergira

1
(2n—1)2n+1)

¢) divergira

d) divergira

Zadatak 6.5 Pomocu D’Alembertova kriterija ispitajte sljedece redove

RjeSenje

a) konvergira

Zadatak 6.6 Pomocu Cauchyeva kriterija ispitajte sljedece redove

D
n=0

RjeSenje

a) konvergira

Zadatak 6.7 Pomocu Leibnizova kriterija ispitajte sljedece redove

o
(_1)n—1
DD 5T
n=1
Rjesenje

a) konvergira

> n
b) 237
n=0

b) konvergira

oo

371
b > i

n=1

b) divergira

— ()" !
b D e
n=1

b) konvergira

oo 2n—1

D> (2n)!

n=0

c) konvergira

c) divergira

ne1 2n+1
©) Z(_l) 1n(n+2)

n=1

¢) konvergira



Poglavlje

Limes funkcije

J Limes funkcije J Asimptote funkcije

7.1 Limes funkcije

Definicija 7.1. Cauchyeva definicija neprekinutosti

Neka je zadana realna funkcija na otvorenom intervalu I = {(a,b). KaZemo: funkcija
f I — R je neprekinuta (kontinuirana) u tocki ¢ € I ako za svaki € > O postoji barem
jedan § > 0 takav da vrijedi

Veel:|lzt—c <d = |f(x)— flc)] <e.

Y

\
7

1(e)

[f(@) = fo)l < e

Vi
N\

@ Napomena KaZemo:
o f ima prekid u tocki d € I, ako nije neprekinuta u tocki d,
o f je neprekinuta na skupu A C I, ako je neprekinuta u svakoj tocki iz A,

o funkcija f ima prekid na skupu A C I, ako ima prekid u barem jednoj tocki iz skupa A.

Definicija 7.2. Lokalna svojstva neprekinutih funkcija

Neka je zadana realna funkcija na otvorenom intervalu I = (a,b). Ako je funkcija
f : I — R neprekinuta u tocki c € 1, tada je f ogranicena na nekom intervalu oko tocke

C.




7.1 Limes funkcije

Definicija 7.3. Predznak neprekinutih funkcija

Neka je zadana realna funkcija na otvorenom intervalu I = (a,b). Ako je funkcija
f :+ I — R neprekinuta u tocki ¢ € I ivrijedi f(c) # 0 tada je f istog predznaka na

nekom intervalu oko tocke c.

Definicija 7.4. Operacije s neprekinutim funkcijama

Neka je f(x) realna funkcija na otvorenom intervalu {(a, b) i neka je g(x) definirana na
intervalu koji sadrzi sliku od f(x). Ako je f(x) neprekinuta u tocki ¢ € {(a,b) i g(z)
neprekinuta u tocki f(c) tada je kompozicija
h=gof

neprekinuta funkcija u tocki c.
Neka su f, g realne funkcije definirane na {(a,b) i neka su obje neprekinute u tocki ¢ €
(a,b). Tada vrijedi:

o f(z) £ g(x) je neprekinuta u c

o Af(x) je neprekinuta za svaki A € R

o f(x)g(x) je neprekinuta u c

f(=)
g(z)

o ako je g(x) # 0, tada je neprekinuta u ¢

o |f(x)| je neprekinuta u c

Definicija 7.5. Definicija neprekinutosti na otvorenom intervalu

Neka je f(x) realna funkcija definirana na otvorenom intervalu f: (a,b) — R. Ako je

f(x) neprekinuta u svakoj tocki iz intervala, tada je f(x) neprekinuta na tom intervalu.

Napomena
o Polinomi su neprekinute funkcije na cijelom R.
o Racionalne funkcije su neprekinute na podrucju definicije.

o Eksponencijalna funkcija je neprekinuta na cijelom R.

[

Logaritamska funkcija je neprekinuta na Ry = (0, 400).

©

Trigonometrijske i arkus funkcije su neprekinute na podrucju definicije.

Definicija 7.6. Neprekinutost funkcije na segmentu

Neka je I = [a,b]. f(x) je neprekinuta na I ako i samo ako:
1. postoji otvoreni interval I takav da jel C I
2. na I postoji neprekinuta funkcija f: I — R takva da vrijedi f(z) = f(z), Vo € I
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7.1 Limes funkcije

Teorem 7.1. Bolzano-Weierstrass

Za realnu funkciju f(x) neprekinutu na segmentu [a, b) vrijedi:
1. f(x) je ogranicena na [a, b]
2. f(z) na |a, b] dostiZe najmanju i najvecu vrijednost
3. f(x) na [a, b] dostiZe svaku meduvrijednost
4. ako je f(a)- f(b) < 0, onda postoji c € [a,b] takav da je f(c) = 0, tj. funkcija ima

nultocku na tom segmentu.

Teorem 7.2. Teorem o neprekinutosti inverza

Svaka neprekinuta realna funkcija f(x) koja je bijekcija na otvorenom intervalu ima
neprekinuti inverz na tom intervalu. Drugim rijecima, neprekinuta funkcija na otvorenom

intervalu ima neprekinuti inverz ako i samo ako je strogo monotona.

Definicija 7.7. Cauchyjeva definicija

Neka je realna funkcija f definirana u svim tockama intervala (a,b) osim moZda u tocki
¢ € (a,b). KaZemo kako je realan broj L limes funkcije f(x) u tocki ¢ ako za svaki e > 0

postoji takav § > 0 za koji vrijedi

O0<|lr—c <0 = |f(x)—L|<e.

Definicija 7.8. Veza limesa i neprekinutosti

Realna funkcija f: (a,b) — R je neprekinuta u tocki ¢ € (a, b) ako i samo ako ima limes

u tocki c koji je jednak f(c).

Definicija 7.9. Svojstva limesa funkcija

Neka su f(x), g(x) realne funkcije definirane u svim tockama otvorenog intervala (a, b)

(osim moZda u tocki c iz tog intervala) takve da postoji

lim f(z) = A, limg(x)=1B

r—C Tr—C

Tada na tom intervalu vrijedi
° il_)ntf(m):lzg(x) =A+B
° il_)Irt)\f(x) =AM, VA eR
o lim f(z) -g(z) = A-B

e o 18 20, () 22 B, W @ () e o 1) A

ze g(@) P
o lim |£(2)] = |4]
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7.1 Limes funkcije

Primjer 7.1 IzraCunajte
i r—15
im ———.
15 12 — 7Tz + 120

Rjesenje Uvrstimo granicnu vrijednost 15 umjesto varijable x:
) x—15 15—-15 0
lim = = — =0
e—15 32 — 7o +120 152 —-T7-15+120 240

Primjer 7.2 Izracunajte
. z — 10
lim ——.
z—10 22 — 10z

RjeSenje Uvrstavanjem granicne vrijednosti dobijemo 0 u brojniku i nazivniku, odnosno 10 je
nultocka i brojnika i nazivnika, stoga je potrebno “ukloniti” tu nultocku - faktorizirati brojnik i

nazivnik te skratiti zajednicki faktor.
xz—10 10— 10 0 : x—10 1

im = =— = lim
e—1022 — 10z 100 —100 0 z—10 z(x — 10)

1m —
z—10 & 10

Primjer 7.3 IzraCunajte
. 22+ 8x + 15
lim ———m——.
a——-3 22 4+ 9z + 18

RjeSenje
22 +8r+15 0 . (x+3)-(z+5) . x+5  —-3+5 2

. (
5372 1 0z +18 0 wos(z+3)-(2+6) 2o82+6 316 3

Primjer 7.4 IzraCunajte

RjeSenje U slucaju zajednicke nultocke iracionalnih izraza brojnika i nazivnika, potrebno ih je

prvo racionalizirati:
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7.1 Limes funkcije

Vv25—9z—-4 0 . V20—=9x—4 /25 -9z +4

lim —————=—-=1

ol Jz—1 0 =51 Jo—-1  25_9z+4

i 25 — 9z — 16
T a1 (Vz—1)- (VI -9z +4)
= lim U
C ol (Vo — 1) (V25— 9z + 4)

1- 1
~ lim 91 — =) VT +

w1 (Vz—1)- (V25 -9z +4) Va+1
— lim 91 —=z) - (Vx+1)
9@ 1) (Va+ 1)

21 (z— 1) (25 — 9z + 4)
= lim =V vetl) (Ve +1)
z—14/25 — 9z + 4

_9-(1+1) 18 9

V25-9+4 8 4

) 1 3
lim - .
:1:%1(1—1’ 1—£B3>

Rjesenje Sljedeci neodredeni izraz oo — oo zapisat cemo u drugom obliku tako da faktoriziramo

Primjer 7.5 IzraCunajte

nazivnik, izlucimo zajednicki faktor i zbrojimo preostale izraze svodenjem na zajednicki nazivnik

te dalje kratimo:

. 1 3 . 1 3
lim — —— | = lim —
a—1\1—2 1—2a3 a—1\1—2 (1—2)(1+x+22)

1 3
11—
-z 1+ZL‘—|—.CC2>
1 1+x—|—x2—3>

_x1—>ml(1—:zc 14z + 22

— lim 1 (z-1)(z+2)
=1\ 1—=x 14+ 2+ a2
— lim 1 7(j//f)'(x+2)
S as1\1l—7 14+ x+a?
. x4+ 2 . z+2
= 11m _— = —]Jim —
r—1 1+x+x? o114+ x + 22
_ 142 _
14141

Definicija 7.10. Limes u beskonac¢nosti

KaZemo da je realan broj L limes funkcije f(x) za x = oo i pisemo

lim f(z) =1L

T—00
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7.1 Limes funkcije

ako za svaki € > 0 postoji realan broj M > 0 takav da vrijedi
Ve € Dy, x> M = |f(z) — L| <e.

Analogno definiramo limes za x = —oo, ako za svaki € > 0 postoji realan broj m < 0

takav da vrijedi

Ve €Dy, 2 <m = |f(x) — L| <e.

Neki vazniji limesi:

o lim e = o lim z" = oo, za parann
T—00 x—+F00
o lim =0 ; n _
a——o0 Jm 2 = o
o lim In(x) =00 ° za neparan n
L300 lim 2" = —o0
o limIn(z) = —o0 T——00
z—0 1\7%
. sin(x) o lim (14+—) =e
o lim =1 T—00 x
z—0 X
Primjer 7.6 PokaZite
. sin(x
lim L =1
z—0 xT

Rjesenje Tvrdnju moZemo pokazati na jedinicnoj kruznici. Kod jedinicne kruZnice je duljina

luka jednaka kutu ¢ kada je kut mjeren u radijanima, drugim rijecima, d, = ¢.

v d
Buducéi je sin () = — = d, vidimo sa
r

slike
. N\% o= 0=d—d,
0 ) v tj. dobijemo,
¢—>O:>Sin(¢) :i—n
1% dy

odakle slijedi traZeni limes.

Primjer 7.7 Izracunajte
i €% (8x) — cos (40) .
z—5 T —5
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7.1 Limes funkcije

Rjesenje Koristimo: cos () — cos (y) = —2sin (%5¥) sin (%5Y)
iy 98 (8z) —cos(40) _ 0 _ i —2sin (8249) . sin (82510)
z—5 r—>5 0 x—5 r—5
 lim —2sin (42 4 20) - sin (42 — 20)
T—5 r—5

- (lim —2sin(da + 20)> . (hm SM)
T—5 T—5 x—>5

- (g% —2sin(4x + 20)) ‘ (,EE% (4(;—_55))>

= —2sin(40) - lim U=5)

r—5 xr—95

Koristimo: lim sin () =1, t=2—-5=— zar—5 t—0
z—0 x
in(4t 4sin(4t
= 2sin(40) - Tim 22U o n(40) - tim A5R0GY
t—0 ¢ t—0 4
1
) . sin(4t) . . sin
= —2sin(40) - 4%51(1) TR —2sin(40) - 4%;1%74;%/(

— —8sin(40)

Primjer 7.8 Izracunajte
6 cos (3z) — 6

z—0 B2

x
Rjesenje Koristimo: 1 — cos (r) = 2sin? (5)

lim 6 cos (3z) — 6 — lim —6(—cos(3x) + 1) — lim
z—0 5z2

Primjer 7.9 Izracunajte

6tg (7x)
2—0 4sin (3z)

lim

RjeSenje
sin(7x) .
6tg(Te) _ 6. cos(t) _ 3. sin(Tz)
a—04sin (3z) 4 2-0sin(3xz) 2 2—0 cos(7z) sin(3z)
1
Te - sin(7z) 1 sin
220 cos(7x) (3x)sin(3z) 2 3= 2
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7.1 Limes funkcije

Primjer 7.10 IzraCunajte
k x
lim <1 + ) .
T—00 €T
Rjesenje {uvedimo supstitucijut = ¢} = {vrijediz — co =t — cozbog k > 0}
1\ @ 1\ kt 1\ ¢ k ¢ k
lim <1+> = lim <1+> :lim<<1+> = [ lim <1+> =
T—00 €T t—00 t t—00 t t—00 t
1 x
= {koristimo limes lim (1 + > = e} =V
T—00 T

Primjer 7.11 Izracunajte

5 8x
lim <1 + > .
T—00 4x

RjeSenje

5 8x
lim (1 + )
T—00 4x

Primjer 7.12 IzraCunajte

RjeSenje

' <x+2>—2x
lim =
z—oo \ 200 — 1

Za polinome P, (z) = apx™ + - -+ + a1x + ag vrijedi:
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7.1 Limes funkcije

o nparan, lim P,(x)=signa, - 0o
r—£o00

lim P,(z) = signa, - oo

o n neparan, { ©7°

lim
xr—r—00

P,(z)

sign a, - 00

gdje je sign funkcija predznak, definirana na sljedeci nacin

Za racionalne funkcije vrijedi:

Primjer 7.13 Izracunajte

RjeSenje

i 1— 222
:Eggo 2+ 42

Definicija 7.11. Limes kompozicije funkcija

1, x>0
signx = 40, 0
-1, <0
divergira, n >m
. anx™ + -+ arx + ag an
lim = —, n=m
z—Fo0 by x™ 4+ -+ + a1z + by b
0, n<m
. 1—222
lim .
T—00 2 + 42
0

1 1 2x2
= lim 1—2x2‘£: lim ?_m%
0-2 -2 1
0+4 4 2

2

o 2%

= lim e
T—+00 0 A 4
/s

Neka su f, g realne funkcije takve da je definirana (g o f)(x) osim moZda u tocki x = c i
tocki f(c). Ako je liLn f(x) =L, L € R tada vrijedi
r—cC

lim g(f(x)) = g(lim /(z)).

Tr—C

Neposredno iz svojstva komutacije vrijedi za potencije

o lim {/f(z) = q/;gn;ﬂx): YL, neN, YLeR
o lm f(z)" = (lm f())", nez

Primjer 7.14 Izraunajte

22— 3z +2\°
24 x—2 )

z—1
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7.1 Limes funkcije

Definicija 7.12. Jednostrani limes zdesna

Za realan broj L kaZemo da je limes zdesna funkcije f(x) u tocki x = ¢ € R i pisemo

lim f(x)=L,

X—c+

ako za svaki € > 0 postoji realan broj § > 0 takav da vrijedi

VeeDyp,x>c, |z —c <d = |f(x)—L| <e.

Definicija 7.13. Jednostrani limes slijeva

Za realan broj L kaZemo da je limes slijeva funkcije f(x) u tocki x = ¢ € R i pisemo

lim f(x)=L,

X—C—

ako za svaki € > 0 postoji realan broj § > 0 takav da vrijedi

VeeDy,x<c, |z —c <d = |f(x)—L|<e.

Primjer 7.15 PokaZite kako funkcija

x
, ¢#0
sign(x) = |z
0, rz=0
nema limes za z = 0, ali ima razlicite limese zdesna i slijeva u tocki z = 0.

Y

Rjesenje Promatramo limes slijeva funkcije sign(x) (predznak) u tocki 0

lim = {koristimo definiciju |x| = —x, x < 0} = lim Lo m F =1

z—0— |$| z—0—- —XI z—0— ¥
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7.1 Limes funkcije

Na slican nacin za limes zdesna dobijemo

lim — = {koristimo definiciju |x| = x, x > 0} == lim r_ 1
z—0+ |$| z—0+ &

Prema tome vrijedi

X X
li — li —
A7

odakle sljedi kako funkcija sign(x) nema limes u tocki x = 0.

Neka su f, g, h realne funkcije definirane u svim tockama otvorenog intervala I = (a, b)
(osim moZda u tocki c) takve da postoje limesi lim f(x) i lim g(z).
r—>C T—rC
Tada vrijedi
1. ako vrijedi f(z) < g(x), Vx € I\ {c} tad je
. <1
lim f(z) < lim g(z),
2. ako joS vrijedi
flz) <h(z)<g(xz),VeeI\{c} i lim f(zr)=Ilimg(x)=LeR
T—rcC Tr—rcC
tada vrijedi

lim h(z) = L.

r—cC

Primjer 7.16 Izracunajte
.9 1
lim z“ cos — |-
z—0 xT

RjeSenje Buduci za vrijednosti funkcije kosinus vrijedi

1
—1 < cos <2> <1,
T

nejednakost se nece promijeniti ako nejednadzbu pomnozimo pozitivnim brojem 2, dakle vrijedi

1
—? < 22 cos <> < xz,

22
to jest x2 cos —5 | je ogranicena funkcijama f(x) = —z2, g(x) = 22
x
Osim toga, za limes funkcija f, g vrijedi
lim f(z) = lim —2% = — lim 22 = — lim g(x) = 0,
z—0 z—0 z—0 z—0

stoga prema teoremu o sendvicu zakljucujemo:

. 1
lim 22 cos — | =
x—0 T
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7.1 Limes funkcije

Pravila za neodredene izraze kod limesa:

o +00 + 00 = 400 o too-00 =100
e —00 — 00 = —Q 400, A>0

e A-00 = ,AER
o toot A=+400, AER —00, A<0

o —0c0tA=—-00, A ER

Izraze oblika

@)

00
— + 00 —00,0-00, 0, 0V, 1%
00

@)

svodimo na rjesive izraze ili na drugi oblik koji rezultira skalarom.

Primjer 7.17 IzraCunajte

lim 833( 43:2—1—2—21‘).

T—00

RjeSenje
VAz? + 2+ 2z
lim 8;1:( 4$2+2—2x> =00 (00 —o0) = lim 8x<\/4x2—|—2—2x>-—
Jim 8 (v (00— c0) = lim, VI 13+ %
. 472 + 2 — 422 . 16x 00
=lim&8& —— = lim — = —
T—00 VAr?2 + 242 9004422 + 242 00
y 16z /:z . 16
= im = 1m —F7
:cﬁ\oo,/4x2+2+2x /:1- T—00 4+%+2
xT

16

16
g = :4
0 242
44+ Z 42
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7.2 Asimptote funkcije

7.2 Asimptote funkcije

Definicija 7.14. Asimptote funkcije

Pomocu limesa definiramo asimptote za funkcije

1. x = c je vertikalna asimptota funkcije f(x), ako vrijedi
xll>r£1+f(a:) = to0 ili wllgl_ f(z) = £oo
2. y = L je horizontalna asimptota za funkciju f(x), ako vrijedi
lim f(zr)=LeR
T—Fo00
3. y = kx + [ je kosa asimptota za funkciju f(x), ako vrijedi
wgrinoo [f(x) —kx—1=0,kleR

uz uvjet k # 0. Koeficijente k, 1 za kosu asimptotu odredujemo u redoslijedu

1. k= lim M
r—+too I
2. 1= xgliloo [f(z) — k]

Primjer 7.18 Ispitajte asimptote funkcije

f)=3- 5

2’
Rjesenje Iz definicije f(x) slijedi x = O nije u domeni funkcije, zato provjeravamo je li x = 0
vertikalna asimptota funkcije.

Buduci je f parna funkcija, nije potrebno zasebno provjeravati limes slijeva i zdesna u tocki

x = 0, veé je dovoljno odrediti jedan limes. To vrijedi samo kada se radi o tocki x = 0 za parne

funkcije.

lim 3—3 :3—lim3:3—g:3—oo:—oo
x—0 x2 70 22 0
Odakle zakljucujemo kako je x = 0 vertikalna asimptota funkcije.

Horizontalnu asimptotu dobijemo iz limesa
2 2 2
lim <3—>—3— lim —=3——=3-0=3,

r—+o0 £C2
. y = 3 je horizontalna asimptota za funkciju, ujedno vrijedi, buducéi ima horizontalnu onda

nema kosu asimptotu.

Primjer 7.19 Odredite kosu asimptotu funkcije

z2+4
fle) = x+2°

138



RjeSenje Odredimo kil:

7.2 Asimptote funkcije

0
2 4
N NN = S ik N Gl CATINNES —1
T iSFee x0 a—too T _maioox2+2x_maioo%<ﬁ+2l - 0
22 T 32
2
. : z°+4
l—xgrinoo(f(aj)—k:n)— lim <

) 1y
—1:B>: lim (4—21‘)
T+ 2 z—Foo \ x + 2

0
lim (x(i_?)>={_2:—2
x 2 0

r—+o0 %(5—1_5

1+/%‘

Prema tome, pravac y = x — 2 je Kosa asimptota funkcije.

Primjer 7.20 Odredite asimptote funkcije

922 + 8z — 1
f(ﬂﬁ):f-

Rjesenje Najprije cemo odrediti domenu funkcije: Dy = R\ {0} .
o vertikalna asimptota: x = 0

. 9224 8r—-1 -1
lim ——mm = — = -
x—0 T 0
o horizontalna asimptota:
922 + 8z — 1 922 +8z —1 /:a?
L:limf(x):limx+x :1mx+x /i@
z—+o0 r—=+00 T z—+00 x /::E2
0 0
. 9+7Z—-=% 9 .
= lim 5 = — = 00 = ne postoji
T—F00 g
o kosa asimptota
9z248z—1 2
=t 9 8r —1
b dim T8 g T gy AT
z—+oo I r—+00 T z—+o00 2
0 0
922 +8x—1 /:x? 9+ 7 —
S i VL S T S =9
z—+o0o T / -2 z—+o00 1
I= lim [f(x)~ k]

) 922 + 8x — 1 — 922
= lim

] ~ im [8x1 /x]
r—Fo00 T r—Fo00

kosa asimptota: y = 9x + 8.

Primjer 7.21 Ispitajte asimptote funkcije

—4x? +3x+2
f(z) =

22 4+2x+1
RjeSenje Najprije cemo odrediti domenu funkcije:

2?4220 +1#0= (z+1)*#0=1# -1 = D; =R\ {-1}
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7.2 Asimptote funkcije

o vertikalna asimptota: x = —1
. —42? + 32 +2 -5
im —————=—=—-00
a>-1 2242z +1 0
o horizontalna asimptota:
) —42% + 32 42 . —Ax? 4 3rx+2 /:a?
L= lim f(z)= lim ———— = lim
z—rFo0 z—too 242+ 1 z—too 24 2x+1 / s 2
0 0
. —4+ % + %2
1+ ;if + ;%/
= horizontalna asimptota je y = —4

o kosa asimptota: buduci postoji horizontalna asimptota za x — +oo (obostrana horizon-

talna asimptota) zakljucujemo da funkcija nema kosu asimptotu.

Primjer 7.22 Ispitajte asimptote funkcije

2r+3
=

RjeSenje Najprije cemo odrediti domenu funkcije:
?+1#0 VeeR = D;=R

o vertikalna asimptota: ne postoji

o horizontalna asimptota:

0 0
.2

m ————7 = 1m =
z—d00 z—too 22 + 1 z—too 22 + 1 / s x2 z—300 0
1+ %2

= horizontalna asimptota je y = 0
o kosa asimptota: iz istog razloga kao u prethodnom primjeru zakljucujemo da funkcija

nema kosu asimptotu.

Primjer 7.23 Ispitajte asimptote funkcije

fla) = —>

6 —er’

Rjesenje Najprije cemo odrediti domenu funkcije:
6—e"#0=¢e"#6=2#In(6) = Dy =R\ {In(6)}

o vertikalna asimptota: r = In 6

o horizontalna asimptota:

8 8 8 8
g 1' s l. = = = — =
L 100 f(@) o100 6—e* 6—e*® 6—00 o0 0

= (desna) horizontalna asimptota je y = 0 kada © — oo

4
Ly = lim f(z)= lim 5 _ 8 = 8 =—

T——00 z——00 6 — e% 6—e > 6—0 3
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7.2 Asimptote funkcije

= (lijeva) horizontalna asimptota je y = % kada r — —o0
o kosa asimptota: zbog postojanja lijeve i desne horizontalne asimptote moZemo zakljuciti

da funkcija nema kosu asimptotu.

Primjer 7.24 Ispitajte asimptote funkcije

f(@) = emr.

Rjesenje Najprije cemo odrediti domenu funkcije:

1 1
o vertikalna asimptota: x = —%

o horizontalna asimptota:
0

Ly = lim f(zx)= lim eTorT ze/zgzeozl
T—00 T—00

= horizontalna asimptota je y = 1 kada x — oo

0
Ly = xg@mf(x) = xEr_nooeﬁ = &710{: V=1
= horizontalna asimptota je y = 1 kada x — —o0
= horizontalna asimptota je y = 1 kada x — F00
o kosa asimptota: zbog postojanja obostrane horizontalne asimptote zakljucujemo da funk-

cija nema kosu asimptotu.

Primjer 7.25 Ispitajte asimptote funkcije

f(x) =1In(4x — 2).

RjeSenje Najprije cemo odrediti domenu funkcije:

1 1
4m—2>0:>x>2:>Df:<,oo>

2
o vertikalna asimptota: x = %
1
lim In(4z —2)=1In <4- = —2) =1In(0) = —oc0
r—)%—i— 2

o horizontalna asimptota:
L= lim f(z)= lim In(4dx —2) =In(4- 00 —2) =0
T—00 T—00

= horizontalna asimptota ne postoji
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7.2 Asimptote funkcije

o kosa asimptota:

In (4 — 2

he tim ) gy MUEZD 0 a2

T—00 I T—00 €T o0 T—00

= lim In \””/435—2:{Koristimo: lim \’“/x—azl}

T—00 r—r+o0o
—1'1””4(1—1'1%1“” !
=y =t | Ve g

1 11
= lim In 4’{41 ~—|=mn(1)=0
T—00 2

= kosa asimptota ne postoji
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7.3 Zadaci za vjezbu

7.3 Zadaci za vjezbu

- Zadatak 7.1 Izracunajte:

1 +x
R SR - i) xlgglo(xﬂ)
2 _p_
b) lim v or=20 o
e——4 22 + 1 — 12 j) lim
z—=oo \ x — 1
V1422 — .
c) hni i m2 5 K lim sin(x — 1)
o \/> N z—1 3 1
2
d) lim 2o 3w td Dl sin(z + 2)
T—00 r+4 z—=0 x+2
e) lim 423 + 322 + 4z +5 A
z—oo 213 + 31 + 422 m) ili% 7sin(3z)
4z + 3
f) lim ———— 2tg(5x)
=00 2% 4 3 4 1 n) ig% 3sin(2x)
V1+42z —
g) lim L;’ o) tim 2O+ 7)
ree \F o z—0 T
2 3z
h) lim (1 + >
T—r00 €T
Rjesenje
1 1
a) 5 Ho k) 3
b) ? g) V2 I sin (2)
7 6
0 3 v .+
3 l) 64 m) ?
d N
) 400 ]) e 1 I’l) g
e) 2 0) 1
#y  Zadatak 7.2 Odredite asimptote sljedecih funkcija
T+2 x—4 1\ 2
= f = —
Q) fla) = ) S0 = D I >( +x)
r—4 g)f(x)—x—i—? =
2 2 — 2 LT
O fla) =2 h )=t b f@)=(e"—1)-e
r—3 ) _i i m)f(x):m-e%
&) fl2) = 5 D f@) =5+ 3 .
T n) f(z)=
e) f(x) = ‘”
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7.3 Zadaci za vjezbu

1

0 flx) = D) fa) =t D f(@) = —o-In(20)
—e
In(x
qQ f(x) = (z)
T
RjeSenje

a) VA.x =3, HA. y =1, KA. nema j) VA xz=0HA y=1
b) VA.x =4, HA. nema, KA.y =x +4 k) nema asimptota
c) VA.x =41, HA. y =1, KA. nema ) HA.y=0zax — —©
d) VA.x ==+2, HA. y =0, KA. nema m) VA r =0 HA. y=0zax — 4+
e) V.A. nema, HA. y =0, K.A. nema n) VAx=0HA y=0zazx — 4+
fl VAx=1HA y=0 0) VA.x=0,HA 11 =0, yo =1
g) VAr=0KAy==z p) VA.x=0,HA y=1
h) VA z=0KA y==x q) VAxz=0HA y=0

i) VAz=0,HA y=0 r) nema asimptota
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Poglavlje

Derivacija funkcije

' Derivacija funkcije d Tocka infleksije i intervali

1 Tangenta i normala na funkciju zakrivljenosti funkcije

A Kut izmedu krivulja [ L’Hospitalovo pravilo

[ Stacionarne tocke, lokalni ekstremi i [ Taylorov i MacLaurinov red
monotonost funkcije

8.1 Derivacija funkcije

Definicija 8.1. Derivacija funkcije

Za realnu funkciju f(z) definiranu na otvorenom intervalu {a,b) kaZemo kako ima deri-

vaciju ili da je diferencijabilna u tocki ¢ € {a,b), ako postoji

f0)— i L@ =@ _ o flet Aa)— (o).

T—cC r—C - Az—0 Az

Za realnu funkciju f(x) koja je diferencijabilna na otvorenom intervalu (a,b) kaZemo da

ima drugu derivaciju u tocki c iz tog intervala, ako postoji

0 = tim L@ =SQ) _y Fletbn) = f1(0)

T—c Tr—c A0 Ax
Ukoliko postoji, derivacija n-tog reda funkcije f(x) u tocki c iz intervala {(a,b), tada je

ona derivacija od n — 1 derivacije funkcije u toj tocki, tj. vrijedi

709 = (#+0() -

Definicija 8.2. Pravila deriviranja

Neka su funkcije f, g diferencijabilne na otvorenom intervalu I = (a,b), tada za svaki

x € I vrijedi

1
2
3. (f(z) - 9(=)) = f'(=) -
4 9
5




8.1 Derivacija funkcije

Tablica 8.1: Tablica derivacija elementarnih funkcija

f@) | fl@) | fl@) | f=) || fle) | f=) fl@) | (=)
c 0 e’ e’ sin(z) | cos(z) || arcsin(z) 11_$2
2% | az®! a® a®In(a) || cos(z) | —sin(z) || arccos(z) 1__1:52
NI ﬁ In(x) i tg(x) m arctg(z) #
1 _?% log,(z) | - h}(a) ctg(z) ﬁ arcctg(z) 1;;32

Neka su h,g, f diferencijabilne funkcije takve da je definirana sloZena funkcija

h(g(f(x))), tada vrijedi pravilo lancanog deriviranja

Definicija 8.4. Derivacija inverzne funkcije

Neka je f(x) neprekidna bijekcija definirana na otvorenom intervalu {(a,b) takva da je

definirana f~1(y), tj. vrijedi y = f(x) tada pravilo za derivaciju inverzne funkcije glasi

(W) = g @) 0

Primjer 8.1 Odredite prvu derivaciju funkcije
4 .’173 3/ 5

f(:r):8:1:2——+ﬁ— z2.

x5
RjeSenje Zapisat cemo funkciju u obliku potencija varijable x te primijeniti pravila linearnosti

derivacije (1. i 2.) i pravilo derivacije potencije.
4 a3
f(l'):81'2_—5+7— \/333228332—433_54-1‘3_% —LE% :81’2—41’_5+:1:g —LL‘%
T T
3

5 2
l%_I = 16z + 20276 + 5172 — §$

W=

-1

N

x

N | Ot
[SSR )

f(x) = 16271 + 2027771 +

0  bxyx 2
_16$+F+ 9 —3\3/5

Primjer 8.2 Odredite prvu derivaciju funkcije
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8.1 Derivacija funkcije

RjeSenje
1 3/ 1 4 4
= + —_ _1 —= _1 —_=
4 % x4 T4 x4
xT
9 5 11 1 5 1 11 1 5/ 11
)= gl 4 o= S 4 “p 10 =
Jla)= o+ 5o 2R s Ty

Primjer 8.3 Odredite prvu derivaciju funkcije

f(x) = (222 + 3x) - ”.

RjeSenje Primjenjujemo pravilo derivacije umnoska dviju funkcija.
f'(x) = (22 +32) - " + (222 + 3z) - (%) = (4o +3) - * + (22 + 32) - €*

= e (202 + Tz + 3)

Primjer 8.4 Odredite prvu derivaciju funkcije

3 1
fl@) =57

RjeSenje Primjenjujemo pravilo za derivaciju kvocijenta dviju funkcija.
Bz +1)-(z2—1)— Bz +1)- (22— 1)

f/(l‘) = (:E2 _ 1)2
C3-(@®-1)—-Bx+1)-2c 32?-3-6s>—-22 —3z*—-2x-3
(a7 =12 G L G L

Primjer 8.5 Odredite prvu derivaciju funkcije

Rjesenje Funkcija je sloZena te primjenjujemo pravilo lancanog deriviranja.

fla) = <4x3 - 1>5 = (42 — 271’

X

f(z) =5 (4a® — x*1)5_1 - (42® — 37*1)/ =5 (4a® — x*1)4 (12271 = (=127

1\* 1\* 1
=5(4a® — =) -(122°+27%) =5 (42 — = | - (122" +
T x2

X

Primjer 8.6 Odredite prvu derivaciju funkcije

f(x)zln(xil>.

RjeSenje
) = 1 < T )'_M‘x’~(x+1)—x-(x+1)’:1 l-(z+1)—z-1
4 \z+1 x (4177 x x+1
1 z+1—-2 1
Tz x4l :x(x+1)
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8.1 Derivacija funkcije

Primjer 8.7 Odredite prvu derivaciju funkcije

f(x) =In (sin(2z)).

RjeSenje
1 1
"(x) = - (si I — . 2¢) - (22) = . 2%) - 2
f(z) sin (2z) (sin (22)) sin (2z) cos (2z) - (2x) sin (2z) cos (2z)
= 2ctg(2x)
Primjer 8.8 Odredite prvu derivaciju funkcije
f(z) =Ind3vV—z + 1.
RjeSenje
1
fl(x)=3m*V—2+1- (Inv-z+ 1)/ =3In’vV—z+1- =" (V-2 + 1)/
—x
1 1
=3z +1- : (—z+1)
n T Vertl vzl (—z )
1 1
=3In’v—z+1- : (~1
N v V-r+1 2/-z+1 (=1
1 -3
= 3?vV—z+1- = In? vz +1

2(—z+1) 2(—x+1)

Primjer 8.9 Odredite prvu derivaciju funkcije

1 +eZw
o) =y
Rjesenje )
f/(x) _ (1 + e2ac)/ . (6295 + 2) _ (1 + e?w) X (e L 2)/
(€2x + 2)2
e . (2z) - (e¥* +2) — (1 +€2%) - e2* . (22)'
(27 +2)2
B 2e%% . (2 4+ 2) — (1 + 2%) - 2%
- (6250 4 2)2
262:1: . (e2x +92-1— 6250)
(e2x + 2)2

262:{:
T (€% 1 2)2

Primjer 8.10 Odredite prvu derivaciju funkcije

—61n(x) +3
F@ =\ @ -1
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RjeSenje
, 1 —61n (x) + 3’
fix) = 5 716111?96()1_)?3 ' < In(z)—1 )
_ In(z) -1  (=6In(z) +3)"- (In(z) — 1) — (=61In(z) +3) - (In(z) — 1)’
2/ () 13 EEE
B In(x) — 1 =5 (In(z) —1) — (—61In(z) +3) - L
"2/ —6mn(z) +3 (In(z) — 1)2
In(z) — 1 —1 (61ln(z) — 6 — 61ln(z) + 3)
" 2/6I(z) +3 (In(z) - 1)2

In(z) —1 3y/In(z) — 1

3
2¢/—61n(x) + 3 " (In(z) — 1)2 B 2z(In(z) — 1)2/—61n(x) + 3

Primjer 8.11 Odredite prvu derivaciju funkcije

f(x) = (2arccos (2z) + arcsin (3z))°.

RjeSenje

f'(x) = 8(2arccos(2x) + arcsin(3z))” - (2 arccos(2z) + arcsin(3z))’

= 8 (2arccos(2z) 4 2arcsin(3z))" - (

-1 / 1 /
Q'W‘@”””m'm))

—4 3
= 8 (2arccos(2x) + 2aurcsin(3:1c))7 . <\/1 = 4 N 2)
— 4z —or

Primjer 8.12 Odredite prvu derivaciju funkcije

f(z) =In (arctg Vbha? — 3) .

RjeSenje
1 ( !
"(z) = ————— (arct \/5$2—3)
f(@) arctg v/5x2 — 3 s
1 1 y
- . - ( 52 _ 3)
arctg vors —3 ¢ | (m)
B 1 1 1 (502 — 3y
arctg Va2 —3 14522 -3 2¢/522 -3
1 1 1
= . . - 10z
arctg vVba2 —3 512 —2 2¢/522 -3
1 1 5%%

arctg v/bx? — 3 522 -2 /52 _3

Primjer 8.13 Odredite prvu derivaciju funkcije

f(z) = —4x - arcsin® \/z .
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8.1 Derivacija funkcije

RjeSenje
f'(x) = (—4x)" - arcsin® \/z — 4z - (arcsin® v/z)’
= —4 - arcsin® \/z — 4z - 2arcsin /z - (arcsin /)’

1
= —4 - arcsin® vz — 8z arcsin \/z - ———x— - ()’
1—(Vz)? W)
1 1
= —4 - arcsin? — Prarcsin/r - —— - ——
Vo= # Ve Vi—z 2Jzx
4
= —4 - arcsin® /z — % . arcsin NZ
z(1— )

Primjer 8.14 Odredite prvu derivaciju funkcije

f(CL‘) — o arctg (—2z+3) )

Rjesenje
f(z) = e”@et8 (=2043) L (_arctg (—22 4 3))

1
_ —arctg(—22+3) (__ - ) -9 3)’
¢ < 1+(—2x+3)2) (F2w+3)
1
_ —arctg(—2z+3) (__ - ). -2
¢ < 1—|—(—2a;+3)2) =2
— e arctg (—2z+3) | #
14+ (—2x + 3)?
_ # . ,—arctg (—2z+3)
422 — 122 + 10
_ ; . o~ arctg (—2z+3)
222 — 62+ 5

Primjer 8.15 Odredite f'(0) ako je f(z) = sin (2°) .

Rjesenje Prvo je potrebno odrediti derivaciju funkcije f'(xz), a potom se racuna vrijednost

dobivene funkcije u tocki x = 0.
f'(z) = cos (z°) - (x5), = cos (z°) - 5t

£/(0) =cos (0°) -5-0" =0

Primjer 8.16 Odredite f”(1) ako je f(z) = In (22% +1)..

RjeSenje
4x
) — (22241 = — gy =
() 222 +1 (227 +1) 22 41 U7 2241
() (4z) - (222 +1) —dx- (222 +1)  4-(222 +1) —4x-4x  82% +4 — 1622
€Tr) = = =
(222 4+ 1) (222 4+ 1) (222 4 1)
82244
(222 +1)2
—8-124+4 4
0= =

(2-124+1)2 9
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8.1 Derivacija funkcije

Primjer 8.17 Odredite (1) ako je f(z) = e’ .
RjeSenje
f’(x):er-(az2)/:em2'2$
/
xr)=|e 2r+e” - (22) =e” - (x7) - 2x+e" 2=¢e" -20-2x+e -
" x? 2) 22 9 / x? 2\/ 2 x? 9 22 2) 9 22 2

=" (42* +2)

2

f"(z) = (e’”2>/ . (45[}2 +2) + e (4:62 + 2)/ =e" - (:(,‘2)/ . (43:2 +2) + e - 8
+e

— @IQ .o - (4:62 + 2) z? {1 = e“”2 (8x3 + 4z + 830) = €$2 (8303 + 123:)

1) =€ (813 +12-1) = e(8 4 12) = 20e

Definicija 8.5. Pravilo logaritamskog deriviranja

Neka su f, g diferencijabilne funkcije definirane na otvorenom intervalu (a,b). Tada je

funkcija

diferencijabilna na tom istom intervalu i vrijedi pravilo logaritamskog deriviranja

"(x) = wg(x) ") In( f(z g(a:)f’(az)
fia) = @) g (@) In(f(2)) + ===

Primjer 8.18 Odredite prvu derivaciju funkcije

fl@) = (@ +1)>.

RjeSenje Na zadanu funkciju ne moZemo primijeniti do sada naucena pravila deriviranja buduci
da nije niti potencija niti eksponencijalna funkcija. Stoga logaritmiramo jednakost i deriviramo
JjednadZbu primjenjujuci pravila za deriviranje sloZene funkcije i tablicne derivacije na lijevu i

desnu stranu te konacno iz jednadzbe izrazimo traZenu derivaciju funkcije.
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8.1 Derivacija funkcije

fz) = 33—|—1 /ln
In f(z) = In [(:z—l—l) }
Inf(z) =2z -In(z+1) /'

—1 ! = [17/'1'1.%' T - (In(x !
f(x)~f($)—(2) In(z+1)+2z- (In(z+1))
1 ! =2Z2-In(x X - ! (X !
1

f'(@) = f()- [2-111(“”* wgfl]

fl(z) = (z+1)*- [2~1n(x+1)+ fol]

Primjer 8.19 Odredite prvu derivaciju funkcije
flz) = a¢0 (52|
RjeSenje
flx) =2 (52) /1n
In f(z) =1n [:JUCOS (596)}
In f(z) = cos (5z) - In (z) / '

ﬁ.f’(x):(cos(5x))'-ln($)+COS(5x) (In (2))’
ﬁ. (@) = —sin (52) - (5)' - In (2) + cos (52) - ©
% f'(x) = —sin (52) - 5 - In () + cos (5z) - é

ﬁ  f'(x) = —5sin (52) - In () + i-cos (52) /- f(@)

(@) = f()- {—5sin (52) - In (z) + é - cos (5:5)}

F() = 25 6 [—SSin (52) - In (z) + i - cos (590)]

Definicija 8.6. Pravilo deriviranja implicitno zadane funkcije

Neka su varijable x i y zapisane u obliku jednadzbe F(x,y) = 0 koja implicitno definira

Sfunkciju y(z). Derivaciju y'(x) nalazimo lancanim deriviranjem jednadzbe uz pravilo

fW) =1 v
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8.1 Derivacija funkcije

Primjer 8.20 Odredite prvu derivaciju implicitno zadane funkcije
v +y: o +3r+4=0.
RjeSenje
vy r+3c+4=0 /'
3y + () x4y’ (2) +3+0=0
32y +2y-y x+1y?14+3=0
y' - (3% +2yz) + 42 +3=0
y' - (3y* + 2yz) = —y* — 3
y/ _ _yQ -3
3y? + 2yx
Primjer 8.21 Odredite prvu derivaciju implicitno zadane funkcije
3+ 20%% + 20 = 6.
RjeSenje
23+ 20%% + 203 =6 /'
3m2+4$-y2+2x2-2y-y'+6y2-y':0
y' - (42® y+6y*) = =327 —da - y?

;o —3z% — 4ay?
Y 422y 4 6y

Primjer 8.22 Odredite prvu derivaciju implicitno zadane funkcije

arctg (Q) —Invz2+y2=0.
x

153



8.1 Derivacija funkcije

RjeSenje

1+1(
(oo (2)) - gt b

144 Va2 +y? 2¢/2% + 2
2
T , 1 1 1 ,
oy == (2 2 - =0
z? + g2 (y z 7 w2> 2(22 +y?) (20 +2-4/)

2 2~ 1 x 1
+

/
_ g — — _ y-y =0
y? p24q? Y A Pty A y-y

y/. L _ Yy _ Y _ z —0
22y 22+ 2 224 y2 22+ 2
, Ty Tty

R
;) T+Y

y:
r—y

Definicija 8.7. Deriviranje parametarski zadane funkcije

Za realnu funkciju na otvorenom intervalu kaZemo da je zadana parametarski, ako su

nezavisna varijabla x i zavisna varijabla vy funkcije parametra t € (a,b), tj. = =

z(t),y = y(t).

Parametarski zadanu funkciju x = x(t),y = y(t) deriviramo prema
d g
dy & _ 9
=4t =t
dz & i(¢)

Primjer 8.23 Odredite derivaciju funkcije

z(t) =13, yt)=t.

RjeSenje

dy y') 1
P (t) a3

Primjer 8.24 Odredite derivaciju funkcije
xz(t) =t(1 —sin(t)), y(t) =tcos(t).
RjeSenje
2'(t) =1 —sin(t) + t(—cos (t)) = 1 —sin (t) — t cos (t)
y'(t) = cos () — tsin (t)

dy, .  cos(t)—tsin(t)
@(t) 1 —sin(t) — tcos (t)
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8.1 Derivacija funkcije

Primjer 8.25 Odredite derivaciju funkcije

1+t3 t
x(t)_t2_17 y(t)_m
RjeSenje
/(1) = B2 (12— 1) — (14926 3t" — 32 — 26 — 2" ' — 3% — 2
(12 — 1)2 (12— 1)2 e
/(t)_t2—1—t-2t_ 21
Yy - (t2_1)2 - (t2—1)2
—t2—1 ) )

dy_ @ -1 £

(t*-1)

Polinom oblika

P(z) = f'(c)(@ —c) + f(c)

Je najbolja aproksimacija funkcije f(x) u okolini tocke c.

Primjer 8.26 Izracunajte priblizno f(2.01) za funkciju
f(z) =22,
Rjesenje Pomocu izraza za derivaciju funkcije f'(x) = 2x, moZemo odrediti polinom za linearnu
aproksimaciju funkcije u blizini tocke c = 2.
ff2)=2-2=4=Px)=f'2)(z-2)+ f2) =4(z —2) +4 =4z — 4
Uvrstenjem za x = 2.01 dobijemo za pribliZnu vrijednost funkcije
f(2.01) = P(2.01) =4-2.01 —4=4.04
dok je tocna vrijednost f(2.01) = 4.0401.
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8.2 Tangenta i normala na funkciju

Definicija 8.9. Tangenta i normala

Ako funkcija f(x) ima derivaciju u tocki To(zo, f(x0)), tada je jednadiba tangente na

graf funkcije zadana formulom:
y — f(z0) = f'(w0)(z — z0) .

Ako funkcija f(z) ima derivaciju u tocki To(xo, f(x0)), i vrijedi f'(xg) # 0 tada je

Jjednadzba normale na graf funkcije zadana formulom:

1
y— f(zo) = —m(x—l‘o)-

Primjer 8.27 Odredite jednadZbu tangente i normale na krivulju ¥ = \/ u tocki s apscisom
o = 4.
Rjesenje Odredimo tocku Ty:

:130:4:>y0:\/Z:2:>T0:(4,2)

Koeficijent smjera tangente, odnosno normale, dobit éemo pomocu prve derivacije funkcije u

tocki xq:
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8.2 Tangenta i normala na funkciju

Primjer 8.28 Odredite jednadZbe tangenti povucenih iz tocke A(9, —2) na graf funkcije y =
1

x—5

RjeSenje

o 0-(@=5)—1-1_ 1
P == "5 = @w-sp

Koordinate diralista tangenti i krivulje T (zo, f(x0)) uvrstimo u jednadZbu tangente zajedno s

koeficijentom smjera dobivenim iz derivacije funkcije te tocku A(9, —2) koja pripada tangenti:

ooy = flan) =~y (e = w0)

1 -1
A9, -2) et = -—2- - (9—
(97 ) S Lo — 5 ($0 — 5)2 (9 $0)

—2(zg—5)2 —xg+5= -9+ x
—2(x2 — 1020 +25) —xo + 5= -9+ 29
— 202 4+ 2020 — 50 — 20 +5+9 — 29 =0
— 222 + 1829 — 36 =0

=6 = yYyp=1 = T1(6, 1)

1 1
x0:3 = y0:§ = TQ (3,2>

Rjesavanjem kvadratne jednadZbe dobiju se koordinate diralista te konacno i jednadZbe traZenih
tangenti:

1
t...y— f(zo) —m'(x—ffo)
1
R (e (x—6) = y=-a+7
1 1 1 1
to. v Go5p (x—=3) = vy _Zx—i_i

-1
Primjer 8.29 Odredite jednadZbe tangenti na graf funkcije f(x) = - paralelnih s pravcem
y=x—2.
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RjeSenje
2) (x—=1) (z—=5)—(z—1) - (z+3) r+3—x+1 4
xTr) = = — =
(x+3)2 (x4 3)? (x4 3)2
Racunamo koordinate diralista tangenti i krivulje:
4
t...y— f(zo) = fl(xo)(x —20) = ——s - (x — 2
y — f(zo) = fi(zo)( 0) (70 £ 372 ( 0)
t|ly =2 —2 zaparalelne pravce vrijedi = ki = k, = f'(x) = 1
4
——=1= 4=(z+3)’=> =£2= 3
=+ 3)? (x+3) To +

rp=-5 = yYyp=3 = T1(—5,3)
r0=—-1 = 1y=-1 = TQ(—l, —1)

1
t-‘-y—f(l“o):—m'(x—ﬂfo)
4

Primjer 8.30 U kojoj tocki krivulje y = In (2x + 1) treba postaviti tangentu tako da ona zatvara

kut o = 45° s osi x?

RjeSenje
! ki =tg (o) = f/(xg) = tg45°
g+ 1 :1:>2:c0—|—1:2:>:c0:%
) yO—ln<2-;+1>—ln(2)
. i l t...y— f(xo) = f'(x0) - (x — w0)

=Y

| ﬂ | | t...y—ln(2):1-<x—;>

=y=x+1In(2)—-0.2
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8.3 Kut izmedu krivulja

Definicija 8.10. Kut izmedu krivulja

Ako funkcije f1(x) i fo(x) imaju derivaciju u tocki s apscisom x = x, tada je kut izmedu
njihovih grafova odreden formulom:
tg () = fi(zo) — fa(xo)
1+ fi(wo) - f3(z0)

@ Napomena Redoslijed funkcija odredujemo iz uvjeta

fi(zo) > fa(wo).

Primjer 8.31 Odredite kut pod kojim se sijeku krivuljey = In (8 — z) iy = In (z + 4).

RjeSenje
In(8—z)=In(z+4)
8—x=x+4
r=2 = y=In(x+2)=1In(6)
1
A@ =@+ = @)=
1
= f{(fUO):g
Fale) =0 (8 —7) = f}(a) = 55 = fylwo) =~
tg () = filao) = filoo) _ 54 =é=2=>90:033=1892°
L+ fi(zo) - f(wo) 1-%-1 7 35 35 ' '

Primjer 8.32 Odredite kut pod kojim se sijeku krivulje y = 22 — 2 iy = x u prvom kvadrantu.
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RjeSenje

160

Tocka presjeka:
?—2=2= 1, =2 2, ==T
filz) =2z = fi(z1) =4

fz) = folz)=1

~ filwo) — fo(xo)
) = T Flw) - (o)
4-1 3

“1+4.1 5
¢ = 0.54 = 30.96°




8.4 Stacionarne tocke, lokalni ekstremi i monotonost funkcije

8.4 Stacionarne tocke, lokalni ekstremi i monotonost funkcije

Definicija 8.11. Lokalni ekstremi

Za realnu funkciju definiranu na otvorenom intervalu, kazemo kako u tocki ¢ € (a,b) ima

1. lokalni maksimum f(c), ako postoji 6 > 0 takav da vrijedi

|z —c] <6 = f(z) < f(c),z € {(a,b) ,

2. strogi lokalni maksimum f(c), ako postoji 6 > 0 da vrijedi
|z —¢f <o = f(z) < fle),z € (a,b) ,
3. lokalni minimum f(c), ako postoji § > 0 da vrijedi

|z —c| <d = f(x) > f(c),x € (a,b) ,

4. strogi lokalni minimum f(c), ako postoji § > 0 da vrijedi

|z —c| <d = f(z) > f(c),z € (a,b) .

Teorem 8.1. Fermatov teorem

Neka realna funkcija ima lokalni ekstrem u tocki ¢ € (a, b) . Ukoliko je f diferencijabilna

u tocki ¢, tada vrijedi

f'(z)=0.

Definicija 8.12. Stacionarne tocke

Za diferencijabilnu funkciju f : (a,b) — R rjeSenja jednadzbe
f'(z) =0= =z € {z0,...,2n}

nazivamo stacionarnim tockama.

Definicija 8.13. Monotonost funkcije

Za realnu funkciju defniranu na otvorenom intervalu I = {(a, b) kaZemo kako je

1. rastuc¢a na tom intervalu, ako vrijedi
le,l‘g cl: T < T9 — f(.’L‘l) < f(CCQ)
2. strogo rastuc¢a na tom intervalu, ako vrijedi

Vri, 290 €1 : 21 < 290 — f(.’]?l) < f(xz)
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8.4 Stacionarne tocke, lokalni ekstremi i monotonost funkcije

3. padajuca na tom intervalu, ako vrijedi

Vay, 29 €121 < 29 = f(x1) > f(x2)
4. strogo padajuca na tom intervalu, ako vrijedi

Vay, 29 €121 < 9 = f(x1) > f(x2)

Za rastuce ili padajuce funkcije kazemo da su monotone, odnosno, strogo monotone ako

vrijedi strogi znak nejednakosti.

Definicija 8.14. Odredivanje intervala monotonosti

Neka je f(x) neprekinuta realna funkcija defnirana na |a, b| i diferencijabilna na otvore-
nom intervalu I = {(a,b) . Tada vrijedi

1. ako je f(x) rastuéa na I, onda je f'(x) > 0,Vz € I,

2. obrat, ako vrijedi f'(x) > 0,Vx € I, onda je f(z) rastuéa na I

3. ako je f(x) padajuéa na I, onda je f'(x) < 0,Vx € T

4. obrat, ako vrijedi f'(x) < 0,Vz € I onda je f(x) padajuéa na I.

Primjer 8.33 Odredite lokalne ekstreme i intervale monotonosti za funkciju

1
f(m):x4—x3—§a:2+1.

Rjesenje Domena funkcije je: Dy = R.
Odredimo prvu derivaciju funkcije:
1
f(x) :$4—x3—§x2+1 =  flz)=423-322 -z

Nadimo nultocke prve derivacije, odnosno stacionarne tocke:

flx) =423 322 —2=0 = z(42®-32-1)=0 = 2=0, z0=1, $3:—%
Pomocu tablice ispitajmo predznak prve derivacije na intervalima podijeljenim stacionarnim
tockama:
—00 —i 0 1 +00
| T R
2 N
min Maks min

Iz tablice vidimo da funkcija ima:
1 1 1
o lokalne minimume (—4,f (—4)) = (—4,0.96) i(1,f(1) = (1 )
o lokalni maksimum (0, f(0)) = (0,1)

. 1 :
intervale rasta { ——,0 ) i (

\.P—‘
+
g

©
=)
—

1
intervale pada <—oo, —4> i (0,1)
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8.4 Stacionarne tocke, lokalni ekstremi i monotonost funkcije

Primjer 8.34 Odredite lokalne ekstreme i intervale monotonosti za funkciju
2
v =2z 42
fle)=—"1—
Rjesenje Domena funkcije je: x —1# 0= Dy =R\ {1}.
Odredimo prvu derivaciju funkcije:

(20 -2)(z—1)—(2? —22+2) 222 —-20—-204+2-2*+20-2 2*-2

!/ _ —
P = -1 17 17
Stacionarne tocke su:
2
-2
f/(:c):ﬁ:() = 22-22=0 = 12;=0, 22=2

Kreirajmo tablicu s intervalima podijeljenim stacionarnim rockama i tockom prekida funkcije
=1

— 00 0 1 9 00 Iz tablice vidimo da funkcija ima:

il o+ ‘ — ‘ — ‘ + ‘ o lokalni maksimum (0, f(0)) = (0, —2)

f H e ‘ \ ‘ \ ‘ e ‘ o lokalni minimum (2, f(2)) = (2, 2)

Maks. min. o interval pada (0,2) \ {1}

o intervale rasta (—o0,0) i (2,00)

Primjer 8.35 Odredite lokalne ekstreme i intervale monotonosti za funkciju
f(z) = (2% = 3z + 2)e”.
Rjesenje Domena funkcije je: Dy = R.
Odredimo prvu derivaciju funkcije:
fl(z) = (22 =324+2) e+ (2?2 =3z +2) (%) = (20 —3)e® + (22 =32 +2)e® = (2> —x—1)e®

Stacionarne tocke su:

5—1 5+1
fllx)=(@?-2-1)e*=0=2>—2-1=0= 1, = —f2 =—0.6, x9 = \f;_ =1.6
Kreirajmo tablicu: Iz tablice vidimo da funkcija ima:
o lokalni maksimum
(—0.6, f(—0.6)) = (—0.6,2.3)
o lokalni minimum
—oo =06 16 o0
7o+ ‘ _ ‘ n ‘ (1.6, £(1.6)) = (1.6, —1.2)
f H a ‘ N ‘ /! ‘ o interval pada (—0.6,1.6)
Maks.  min. o intervale rasta (—oo, —0.6) i (1.6, 00)

Primjer 8.36 Odredite lokalne ekstreme i intervale monotonosti za funkciju

f(z) = zn?(z).
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8.4 Stacionarne tocke, lokalni ekstremi i monotonost funkcije

Rjesenje Domena funkcije je: Dy = (0, 00).

Odredimo prvu derivaciju funkcije:
F(@) = (@) 2 (2) + @ (1n? (2))
=1n?(2) + z-2In(z)- % = 1n? () + 2In (z) = In (z) (In (z) + 2)

= (@) + 2 2In (2) - (In (x))’

/
Stacionarne tocke su:
f(@)=In(z)(In(z) +2)=0=In(z)=0=2,=1
=In(z)+2=0=In(z)= 2=>1=c2=0.1

Kreirajmo tablicu: Iz tablice vidimo da funkcija ima:

o lokalni maksimum
(0.1, £(0.1)) = (0.1,0.5)

o lokalni minimum
0 0.1 1 00

Ple] -]+ (1. F(1) = (1.0)
f H Va ‘ N ‘ Va ‘ o interval pada (0.1, 1)
Maks. min. o intervale rasta (0,0.1) i (1, 00)
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8.5 Tocka infleksije i intervali zakrivljenosti funkcije

8.5 Tocka infleksije i intervali zakrivljenosti funkcije

Definicija 8.15. Konveksna funkcija

Za realnu funkciju kaZemo da je konveksna na otvorenom intervalu, ako za svaki izbor

x1, T2 € (a,b) vrijedi

T +w2) < f@) + f(zo)
2 = 2

o Za funkciju kaZemo da je strogo konveksna ako u definiciji vrijedi stroga nejednakost

.’L‘1<l‘2:>f(

(znak <).

o Ekvivalentno, za konveksne funkcije vrijedi f"(x) > 0,Vx € (a,b) .

Definicija 8.16. Konkavna funkcija

Za realnu funkciju kazemo da je konkavna na otvorenom intervalu, ako za svaki izbor

x1,x2 € (a,b) vrijedi

$1<x2:>f(:v1+x2> . f(331)+f(332)

2 - 2
o Za funkciju kazemo da je strogo konkavna ako u definiciji vrijedi stroga nejednakost
(znak >).
o Ekvivalentno, za konkavne funkcije vrijedi f"(x) < 0,Vx € (a,b) .

Definicija 8.17. Tocka infleksije

Neka je f(x) neprekinuta realna funkcija defnirana na otvorenom intervalu. Tocka c iz
tog otvorenog intervala je tocka infeksije ili prijevojna tocka, ako postoji takav § > 0 za
koji je f(x) na intervalu (c — 0, c) strogo konveksna, dok je na intervalu (c, c + 0) strogo

konkavna ili obrnuto.

Definicija 8.18. Kriterij za odredivanje infleksije

Tocke infeksije funkcije f(x) odredujemo iz jednadzbe
f(z)=0

uz uvjet da prva derivacija funkcije u tim tockama ima strogi lokalni ekstrem (minimum

ili maksimum).

Primjer 8.37 Odredite tocke infleksije i intervale zakrivljenosti za funkciju

f(a:):x4—x3—§:v2+1.

Rjesenje Domena funkcije je Dy = R.
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8.5 Tocka infleksije i intervali zakrivljenosti funkcije

Iz prve derivacije odredimo drugu derivaciju
fl(x) =42® —32% —x, = f"(x) = 122° — 62 — 1

Njene nultocke su:

V21 +£3 —-0.13
T12=———"5 =
12 0.63

Pomocu tablice ispitajmo predznak druge derivacije na intervalima podjeljenim dobivenim nul-

tockama druge derivacije:

—00 —0.1 0.6 00
0 I N B
f U N U

konveksna | konkavna | konveksna

Kako funkcija mijenja karakter obzirom na konkavnost i konveksnost, zaljucujemo da funkcija u
nultockama druge derivacije ima infleksije. Stoga su:

o tocke infleksije (—0.1,1) i (0.6,0.7),

o intervali konveksnosti (—oo, —0.1) i (0.6, 00),

o interval konkavnosti (—0.1,0.6).

Primjer 8.38 Odredite tocke infleksije i intervale zakrivljenosti za funkciju
2 — 22+ 2
fe)=—7"1—
RjeSenje Domena funkcije je: x —1 # 0= Dy =R\ {1}.
Odredimo prve dvije derivacije funkcije:
2
foo Xt =2

f (I) - (ZL‘ _ 1)2

2z —2)(z — 1)%2 — (22 — 22)2(x — 1)

1" o
C(z—1) - [(22 = 2)(x — 1) — 2(2? — 22)]
(z —1)*
_M-[2x272x72x+272$2+4x]_ 2
(z — ) (x—1)3
Tocke infleksije su:
2
f(z) = CENE =0 = 2+# 0= ne postoji tocka infleksije
w J—
Kreirajmo tablicu:
— 0 1 00 o interval konkavnosti (—oo, 1)
Vi - ‘ + ‘ o interval konveksnosti (1, c0)
f N U
konkavna | konveksna
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8.5 Tocka infleksije i intervali zakrivljenosti funkcije

Primjer 8.39 Odredite tocke infleksije i intervale zakrivljenosti za funkciju

f(z) = (2% = 3z +2)e”.

Rjesenje Domena funkcije je: Dy = R.
Odredimo prve dvije derivacije funkcije:
fl(@) = (2* =2 —1)e”
flfla)y=@* -2z -1 +(@? -z —1)(") =2z —1)e" + (2* —z — 1)e”
=(2®+a—2)e"
Tocke infleksije su:
') =(*42-2)"=0 = 2 +2-2=0=2; =1, 29 = 2

Kreirajmo tablicu:

—00 -2 1 00
0 I N B
f U N U
konveksna | konkavna | konveksna

o tocke infleksije (1,0), (—2,1.6)
o intervali konveksnosti (—oo, —2) , (1, 00)

o interval konkavnosti (—2,1)

Primjer 8.40 Odredite tocke infleksije i intervale zakrivljenosti za funkciju

f(z) = zn?(z).

Rjesenje Domena funkcije je: Dy = (0, 00).
Odredimo prve dvije derivacije funkcije:
f'(z) =% (z) + 2In ()

12

F(x) :21n(x)-(1n(x))’+2ézzln(x)ém. 2 (n(x) +1)

Tocke infleksije su:

x

f”(:v):%(ln(x)—i—l):() =>In(x)+1=0=>z=¢'=04

Kreirajmo tablicu:

0 0.4 00 o tocka infleksije (0.4,0.4)
Vi ‘ + ‘ o interval konveksnosti (0.4, co)
f N U o interval konkavnosti (0,0.4)
konkavna | konveksna

167



8.6 L’ Hospitalovo pravilo

8.6 L’ Hospitalovo pravilo

Definicija 8.19. L’Hospitalovo pravilo

Neka su oba limesa lim f(z) i lim g(z) jednaka nula ili beskonacno (pri cemu je ¢ € R
Tr—cC T—>C

ili je c = £00). Ako postoji limes

im L@ _per
a—e g'(x)

ili ako je jednak +oc te ako je ¢'(x) # 0 za x iz nekog intervala oko ¢, onda vrijedi

lim f(@) = lim f'()

z—c g(x) = ¢'(z) )

@ Napomena U zadacima L’Hospitalovo pravilo skraceno oznacavamo s L-H.
Napomena L’Hospitalovo pravilo koristi se samo kod neodredenih oblika 8 ili 2. U slucaju
drugih neodredenih oblika poput co—oo, 0-00 i slicno, kako bi se moglo primijeniti L’ Hospitalovo
pravilo potrebno je izraz ¢iji limes traZimo transformirati i svesti na jedan od gore navedena dva
oblika.

@ Napomena L’Hospitalovo pravilo smije se koristiti vise puta prilikom rjesavanja limesa.

Primjer 8.41 Izracunajte
e’ —1

250 sin (z) "

RjeSenje

Primjer 8.42 Izracunajte

RjeSenje

. :c—sin(a:)_ 0\ /| .. 1—cos(.r)_ 1—-1\ [0\ rm .. sin ()
;l—rf(l) x3 _(6) N ilg% 32\ o0 ) \o) ;13% 6z

Primjer 8.43 Izracunajte

. a?
lim o
T—00 4%
RjeSenje
x? 00\ L 2x 00\ L 2
lim ——=(—) = 1 =—) = lim =—=0
=00 2% 00 =00 22 00 £00 42 00
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8.6 L’ Hospitalovo pravilo

Primjer 8.44 Izracunajte
2 —25

lim —2 22
255 22 + 2 — 30

Rjesenje
i z? — 25 O\ pr 2 10
1m —- = — = —_— = —
x—>5I2+I—30 0 z—52x + 1 11
Primjer 8.45 Izracunajte
. In(z)
lim .
z—1x —1
RjeSenje
1
/ = 1
tim 28 (0N 2B s Ly
z—=1x —1 0 z—5 1 z—=1x
Primjer 8.46 IzraCunajte
et _ e
lim —
2—0 sin (x)
RjeSenje
.oef—e* O\ g .. e*+e* 1+1
lim — == | = lim = =2
z—0 sin (x) 0 =0 cos (T) 1
Primjer 8.47 Izraunajte
1 1
lim ( - = )
e—0 \z  sin(z)
RjeSenje
1 1 i — 0
lim | — — —— :(oo—oo):limwz —
a—0 \z  sin(z) 2—0 z - sin (z) 0
L'H . cos (x) — 1
= lim

=0 (z)" - sin (z) + x - (sin (x))’

= I e (Z;Sf:c) _st @) (8)
~ sin () 0o,

L'H _
1+1-0

= 1.
50 CoS () + cos (z) — xsin (z)

Primjer 8.48 IzraCunajte
(51 ww)

z—=1\x —1 In (x)
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8.6 L’ Hospitalovo pravilo

RjeSenje

hm( z 1 >:(OO_OO):hmxln(:r)—(:v—l):<8

z—=1\x—1 In (l’)

Primjer 8.49 Izracunajte

Rjesenje
2 / 2 / 2 2
lime-e_x:(oo-O):limx—:<§>L: lim—x:<@)L: lim — =—=0

T—00 T—o00 el

Primjer 8.50 Izracunajte

Rjesenje Uvrstavanjem granicne vrijednosti O dobije se neodredeni izraz 0° te u ovom slucaju
transformiramo izraz Ciji limes trazimo tako da oznacimo limes slovom L i logaritmiramo cijelu
Jjednakost. Buduci je prirodni logaritam neprekidna funkcija, moZemo promatrati izraz pod

limesom kao argument tog logaritma i dalje racunati odgovarajuci limes. Na kraju izrazimo L

iz jednadzbe.
L= lim 25" ®  /In
z—0
In (L) = lim In 25" ®) = lim sin () - In () = (0 - o0)
z—0 z—0
1 ' 1 !
= lim ngx) - <@) L 111%@ = (%)
Tawm@ Y T ey
1 RN . 9 cos ()
(sin ($)> N (sm (ac)) = —sin® (@) - cos (z) = ~ sin? (x)
() = lim 7% = lim —— sin’ (@) = <0> LH 1 —2sin (2) 'C.OS (@)
-0 0052((90)) =0 x cos (T) 0 20 cos () — z sin (z)
s~ (r
0
T
= In(L)=0= L=1 = lmz"@ =1
z—0
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8.7 Taylorov i MacLaurinov red

8.7 Taylorov i MacLaurinov red

Definicija 8.20. Taylorov polinom

Neka je f : (a,b) — R realna funkcija koja ima n-tu derivaciju na otvorenom intervalu.

Za tocku c iz tog intervala polinom oblika

nazivamo Taylorov polinom n-tog reda funkcije u tocki c.

Funkciju

nazivamo n-ti ostatak funkcije u tocki c.

Definicija 8.21. Taylorov red

Ako funkcija f(x) ima derivaciju bilo kojeg reda na otvorenom intervalu I = (a,b), tada

red oblika

i f(’Z'(c) (z—o)F, zel
k=0 ’

nazivamo Taylorov red funkcije u okolini tocke c.

o Taylorov red defnira red brojeva za svaku vrijednost x iz otvorenog intervala I,

o skup brojeva za koje Taylorov red konvergira odreden je domenom funkcije Dy.

Definicija 8.22. MacLaurinov red

Ako funkcija f(x) ima derivaciju bilo kojeg reda u tocki ¢ = 0, tada Taylorov red u okolini

te tocke nazivamo MacLaurinov red

> r(k)
kak'(O) z®, x € a,b]
k=0 '

Primjer 8.51 Odredite MacLaurinov red za funkciju

f(z) =sin(z), € [-m, 7]

Rjesenje Znamo da je funkcija sin(x) neprekidna na skupu realnih brojeva, i ima derivacije
bilo kojeg reda. Za nalaZenje MacLaurinova reda potrebne su nam vrijednosti svih njezinih

derivacija u tocki ¢ = 0. Iz prvih nekoliko derivacija funkcije za sin(x) moZemo matematickom
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8.7 Taylorov i MacLaurinov red

indukcijom pokazati kako je svaka (za k € N) njezina derivacija oblika

) _ (=1)*sin (x), n =2k, parann
(—=1)kcos (z), n=2k+1, neparann
Odavde vidimo kako za parne derivacije funkcije vrijedi
FER0) =0
dok za neparne derivacije vrijedi

FED0) = (—1)k.

Zbog toga MacLaurinov red funkcije sinus glasi

oo o0

: f®0) (D)W i
sin(x) = .yt = — . , Yre|-mm7.
(z) Z k! Z (2k + 1)! [ ]

k=0 k=0
MacLaurinov red za funkciju sinus mozZemo koristiti za izracunavanje njezinih vrijednosti na
intervalu [—7,w|. Primjerice, na sljedecoj slici vidimo usporedbu vrijednosti funkcije sin(x) s
vrijednostima iz prva tri ¢lana MacLaurinova reda.

LY

Primjer 8.52 Razviti u Taylorov polinom drugog stupnja funkciju f(z) = In (z) u okolini tocke

a=2.
RjeSenje
f(2) =In(2)
/ 1 (9 1
f(iﬂ)—; :>f()—§
f”(:L“)— % :>f//(2>_7i
1 _1
f(w)=1n(2)+% (x—2)+27§.(x_2)2:1n(2>+, (x—2)— = (22 — 4z + 4)
S PR L P [ Y ) R v g )
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8.8 Zadaci za vjezbu

#y Zadatak 8.1 Odredite f’(z) sljedeéih funkcija:

a) f(z)=a" 43z~ o) f(x) = zgg; i‘i n) f(r)=z-In(x)
b) f(z) = = Va? pr 0) f(x) = cos (12>

h T) = t
ot =vE DI Ver

d) f(z) = Va2

i) f(z)=In (V)

p flz)=tg (\/376)

Q flz)=a® €

) Fe) = T+ 2 j) f(x) =arcsinva — 1 1— 2
©) J&) =5 r) f(z)=In
2, 9 K flz)=eV” Itz
_r 1+1
D /() z?2—1 ) f(z) = cos® () 8) flz) = 1_ 12 Ei;
m) f(z) = cos (%) 0 f(z) = In(sin (—2z))
Rjesenje
12 2 cos(x) 141
a) T’ - x5 8 - (sin(z) — 1)2 Y + n(f)
2 3V/x2 1 0) 251“?)
BT RN TESVE s
y 322 _ 9 i)i p)2(1+3x)\/%
2Vad —2x+ 7 2z ) q) ze®(x +2)
2 )
d) —m / 2/ =22+ 3z —2 r) $22_1
z2 eVe
7 k) o= 2
¢ 3y 2ve Y o0~ n@)?
. 6 1) —3sin(x)cos?(z) t) 2ctg (2z)
(z? 1)2 m) —32%sin (x3)

#y Zadatak 8.2 Odredite derivaciju u tocki:

a) f/(0). f(x) =2” + 32— 1 &) (1), f(x) = arctg(x)

b) f(2), f(x) = Va? —1 e) [ (1), f(z) = a?e™™
o £ (7). Sty =2 B 1 (1), f(z) = € - cos()
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8.8 Zadaci za vjezbu

RjeSenje
a) 3 ¢) —2V2 e) —
3
6 1
b) 7 d) —5 f) —2esin(1)
#:  Zadatak 8.3 Odredite 3’ sljedecih funkcija:
a) y= 1z ) y=av" e) y = (arctg(z))”
b) y = (cos(x))**™ d) y=a* £ y=a"
RjeSenje
a) —xz2(log(z) — 1)
by (cos(x))25"@ (2 cos(z) In(cos(z)) — 25 &)
cos(z)
1
¢) 52V 3 (log(x) +2)
d) * (z + 2xlog(x))
e) arctg(z)” (x2 arctg(m§+arctg(x) + log(arctg(a:)))
£ #*@=(sin(z) + z log(z) cos(x))
# Zadatak 8.4 Odredite prvu derivaciju sljedecih funkcija:
a) x =t y= 1t ¢) x =2cos’(t), y = 3sin’(t)
3t 3t
b) z=4t—1, y=1= o= =2
V=T VT e
RjeSenje
3¢ 3 t(t°—2)
a hadl c) —= vl
)3% b '3 TR
#:  Zadatak 8.5 Odredite 3’ sljedecih funkcija:
Q) 4r —2y+3=0 f) In(y) + = =0
Y
2., .2 _ )
b) z°+y"—4=0 g) sin(y) — 2%y =0
) 23 +5xy? — P =1 h) y+ 2cos(y) —3xz =0
d) arctg (£) — /a2 +y2 =0 )2+ +3zy=0

e) 2r+y—e’=0
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RjeSenje
2
a) 2
" ) —1+e¥
b) —— Y
Yy W)
2 2 vy
o 3z* — by . 2xy
(102 = 3y)y S — + cos(y)
x3+y<\/x2+y2+a:y) h) 3
d) — — 94
—a/22 + 2 + 22y + 3 1 — 2sin(y)
i 24y
i) — 5
Y+

#y  Zadatak 8.6
a) Odredite jednadZbu tangente na krivulju y = e>* koja prolazi tockom 7' (0, 0).
b) Odredite jednadZbu tangente na krivulju y = e® ! koja prolazi prolazi sjeciitem krivulje
S 7/ Osi.
¢) Odredite jednadzbu tangente na krivulju y = In(x + 1) u nultocki funkcije.
d) Odredite jednadzbu tangente i normale na krivulju y = tg(2z) u ishodiStu koordinatnog
sustava.
e) Odredite jednadZbu tangente i normale na krivulju y = In(x) u sjeci$tu s osi x.
f) Odredite jednadZbu tangente na krivulju iy = ctg(x) u tocki s apscisom x = 7.
g) Odredite jednadzbu normale na krivulju 4y? — 22y — 23 +8 = O u tocki T (2,1).
h) Odredite jednadzbu tangente na krivulju 3y? + 62y + 42> — 2y = 5 u tocki T (—2,1).
i) Odredite jednadbe tangenti na krivulju ¥ = 22 + = — 6 koje prolaze nulto¢kama funkcije.
j) Odredite jednadzbu tangente na krivulju y = In(2z) paralelne s pravcem y = = + 1.
k) Kroz koju to¢ku na krivulji y = z? — 2z + % treba povudi tangentu tako da ona bude
okomita na simetralu prvog i treeg kvadranta. Kako glasi jednadzba tangente?
1) Odredite udaljenost tjemena parabole y = x? — 4 + 5 od tangente u sjecistu parabole s
osi ordinata.
m) Odrediti jednadZbu tangente na graf funkcije f(x) = 222 + 92 + 5 u to¢ki Cija je apscisa
Tg = —6.
n) Odrediti tocke na krivulji f(z) = 2% — 112 + 10 u kojima je tangenta na krivulju paralelna
sa simetralom I i III kvadranta.
0) Odrediti tocke na krivulji f(z) = 2% 4+ 22 — 42 + 2 u kojima je normala na krivulju
okomita sa simetralom I i III kvadranta.
p) Odrediti tocke na krivulji f(z) = 2% — 322 + 22 — 1 u kojima je normala na krivulju
paralelna sa simetralom II i IV kvadranta.
q) Odrediti tocke na krivulji f(z) = 22® — 322 + = — 2 u kojima je tangenta na krivulju

okomita sa simetralom II i IV kvadranta.
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8.8 Zadaci za vjezbu

r) Odrediti to¢ke na krivulji f(x) = 7e3 u kojima je tangenta na krivulju okomita na pravac

y=—3x + 5.
RjeSenje
a) y=2ex
b) y= %:U + %
c)y==«x

dt..y=z,n...y=—x
e)t..y=xz—1,n...y=—ax+1
Hy=-2e+5+1

g) 2y—Tx+12=0

h) 4y +5x+6=0
i)ti...y=—-bx—15,ta...y =5z — 10
Jy=x—1+1In(2)

k) T(3,3),y=-2+7%

1) Tjeme je u tocki m (2,1), sjeciste s osi ordinata je tocka (0,5), jednadZba tangente je

y = —4x + 5, udaljenost d (m, tangenta) = ﬁ

m) y=—27x — 139

n) Ti(—2,24), T5(2,—4)

o) Ty (-5, %), T»(1,0)

p) T1(0.18,—0.73), T5(1.82, —1.27)

q) T1(0,-2), Tr(1, -2)
) T (3 (g). )

2y Zadatak 8.7
a) Pod kojim se kutem sijeku parabole y = z2, y = 23?
b) Pod kojim se kutem sijeku parabole y = (z — 1)?, y = —a% + 62 — 42
¢) Pod kojim se kutem sijeku krivulje y = In (z + 1), y = In (2% + 1) — 2In(z)?
d) Pod kojim se kutem sijeku krivulje y = %, y=+/z(1l—1x)?
e) Odredite kut u radijanima pod kojim se sijeku krivulje y = 422 iy = —x2 + 5.
f) Odredite kut u radijanima pod kojim se sijeku krivuljey = In (8 —x) iy = In (z + 4).
g) Odredite kut u radijanima pod kojim se sijeku krivulje y = 22 —2iy = —2 uIkvadrantu.

h) Odredite kut u radijanima pod kojim se sijeku krivulje y = 22 — 21y = 2 u I kvadrantu.
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8.8 Zadaci za vjezbu

RjeSenje

a) U tocki (0,0) pod kutem 0°, u tocki (1, 1) pod kutem 8.13°
b) 77.93°i78,94°

c) T1.57°,

d) 70.53°

e) 0.588 rad,

f) 0.3303rad

g) 1.249rad

h) % rad

#: Zadatak 8.8 Za funkciju f(x) odredite lokalne ekstreme, intervale monotonosti, tocke infleksije

i intervale zakrivljenosti:

a) f(x) =3z +22° —2 41 e) f(z) = zln(z?)
+1
b)f(ﬂc)=23;_1 f) f(z) = xil
¢) f(x)= v +11 g f(z)=In(z* +1)
Tz —
d) f(z)= (22 —1)¢ h) f(z) = e* +2
RjeSenje

a) Lokalni minimum min(0.32,0.78); fraste na (0.32, +00), fpadana (—o0, 0.32); tocke in-
fleksije Ty (—3,32) | T5(0,1); konveksna na (—oo, —%) U0, +-00), konkavna na (—%, 0)

b) Nema ekstrema; f pada na D(f) = R\ {%} nema tocaka infleksije; konveksna na
(3, +00), konkavna na (—oco, 1)

c) min(14++v/2,2v242), Max(1—+/2,2—2v2); raste na (—oo,1—+/2) U(1++/2, +00),
padana (1—+/2,14++/2)\ {1}; nema tocaka infleksije; konveksna na (1, +00), konkavna
na (—oo, 1)

d) min(0.41,—-1.25), Max(—2.41,0.43); raste na (—oo,—2.41) U (0.41, +00), pada na
(—2.41,0.41); tocke infleksije Ty (—3.73,0.31) , T»(—0.27,—0.71);
konveksna na (—oo, —3.73) U (—0.27, +00), konkavna na (—3.73, —0.27)

e) Max (—2,2), min (L, —2); raste na (—oo, —1) U (1, 4+00), pada na (—1,1); nema
tocaka infleksije; konveksna na (0, +00), konkavna na (—oco, 0)

f) Nema stacionarnih tocaka; f raste na D(f) = (—oo, —1) U [0, +00), nema tocaka inflek-
sije; konveksna na (—oo, —1), konkavna na [0, +00)

g) min(0,0); raste na (0, +00), pada na (—oc0, 0);
tocke infleksije Ty (—1,1n(2)), T»(1,1n (2));
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8.8 Zadaci za vjezbu

konveksna na (—1,1), konkavna na (—oo, —1) U (1, +00)

h) Nema ekstremay; f raste na D(f) = R; nema tocaka infleksije; konveksna na D(f) = R

vr+4-—2

1) lim -
) 250 Vr—8+2
3z

—3z—1
2) tim & 27—
a—0  sin®(z)
3) lim —— R Sf:(w)
z—=0e¥ —e T —2x
3
4) lim ——
) 290 T — arctg(z)
t -1
5) 1im BE 1
z—1 Jxr—1
1
6) lim ﬂ
2—0 In (sin(z))
1
7) lim n (cos(z))
a—0 arctg(4z)
arctg(3z)
m 2o\
2—0 arctg(2z)

sin (7 cos? (z))

9 ;lg(l) 2
or2 £ 2x +4—2
10) lim e"vVre + 2x +
x—0 xT
11) lim z~ 5@
z—0+
2
—1
12) lim S22 72 (332;)
r—0 €T
3
13) lim

x—0 x — arctg(z)

RjeSenje
1) 3 6) 1

9
2) = 7) 0
2 3
33 V5
9) w
4) 3 :
5) 2 10) 5
11) 1

12) =9
13) ‘31
1) ¢
15) 0
16) 6
17) 2
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# Zadatak 8.9 L'Hospitalovim pravilom izraunajte:

14) lim =) Slgn(x)
z—0 T

15) lim 2°In(z)
z—0t+

16) lim zln <x +3>
T—00 r—3

) sin (562)
17) lim ————
20 1 — cos(x)

R 1
18) ;yg(l) (x ~In(1+ l’))
19) lim (\/:1:2 dz— /72— 3:1;)
xr—r00

20) lim z3e %
xr—r00

21) lim_ (sin(x)) ™o

z—0t

arctg(z) — §
1
T

xr —XT
23) lim e fte”

z—o0 e — e~ 7

22) lim

T—00

24) lim z»

T—r00

1 1
25) li - —
3) xlg%)(:x ez—1>

In(1+z)—22+z
e? — cos(x)

26) lim
z—0

T

27) lim (2 1) tg (5)

18) _% 23) 1
7 24) 1
19) < 1
2 25) =
20) 0 2
26) 2
21) e 4
27) ——
22) —1 T

#: Zadatak 8.10 Odredite Taylorov polinom treceg stupnja funkcije f(x) = e, zaa = 0 i pomocu



8.8 Zadaci za vjezbu

njega izraCunajte priblizno /e.
2 3

1o+ 4T We~1.28385

Rjesenje T3(x) 5 5

#: Zadatak 8.11 Odredite Taylorov polinom 2. stupnja funkcije f(x) u okolini tocke a

a) f(z)=cos(z),a=m
b) f(x) =sin(z),a = %’T e
¢) f(x) =In(x),a=2
RjeSenje
a) To(x) = %(w — )2
) o) - B o 3
¢) Ty(z) = —5x +5L‘—*—i—ln()
d) Ta(z) = — 167 + 2
e) Ty(z) = (m — 10z + 27)

d) f(z) =22* 4+ 23

—224+3zx+1,a=1

et a=3

) f(x) =

#: Zadatak 8.12 Odredite McLaurinov polinom 3. stupnja funkcije f(x)

a) f(x) =sinzx

RjeSenje

I M3(z) = —4a3 + o
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b) f(x) =22% +32% + 42 — 1

2. Ms(z) = f(z) =223 + 322 + 42 — 1



Poglavlje

Ispitivanje toka funkcije

Jd Linearna funkcija J Eksponencijalna i logaritamska
1 Kvadratna funkcija Sfunkcija

[ Potencije i korijeni [ Trigonometrijske i ciklometrijske
[ Polinomi funkcije

[ Racionalna funkcija

9.1 Tok funkcije

Ispitivanje toka realne funkcije f : R — R svodi se na:
I. odredivanje podrucja definicije Dy i podrucja vrijednosti Ky,

odredivanje svojstava funkcije: parnost ili neparnost, periodi¢nost,

»on

odredivanje asimptota: horizontalna, vertikalna, i kosa,

nalaZenje derivacija, najceS¢e samo prve i druge,

odredivanje karakteristi¢nih tocaka: nultocke, lokalni ekstremi, tocke inflksije,
odredivanje karakteristi¢nih intervala: monotonosti i zakrivljenosti,

crtanje grafa funkcije,

© N oA

odredivanje (opcionalno) slike funkcije R ;.

Definicija 9.1. Domena funkcije

Za realnu funkciju f : R — R
1. podrucje definicije (domena) oznacava skup svih realnih brojeva koje funkcija

preslikava u realan broj
Dy ={rcR: f(z) e R},
2. podrucje vrijednost (kodomena) oznacava skup iz kojega funkcija poprima vrijed-

nosti, tj. za realne funkcije vrijedi f(x) € Ky,

3. slika funkcije je skup svih slika realnih brojeva iz domene
Rf:{f(l')E/Cf::CEDf}.
Za realne funkcije uvijek vrijedi:
1. Dy C R, domena je podskup skupa realnih brojeva,

2. Ky C R, kodomena je takoder podskup skupa realnih brojeva,
3. Ry C K, slika je podskup kodomene.




4

9.1 Tok funkcije

Slika funkcije predstavlja skup samo onih vrijednosti iz kodomene koje mozemo
dobiti primjenom funkcije nad elementima domene, dok kodomena predstavija skup koji sadrzi

sve vrijednosti funkcije.

Definicija 9.2. Uvjeti za domenu

Uobicajeno kod odredivanja domene funkcije koristimo sljedece uvjete

1. nazivnik razlicit od nule za racionalni izraz

f(x)zzg — h(z) £ 0

2. pozitivnost argumenta za parne korijene
f@) = X/g(x) = g(x) >0
3. pozitivnost argumenta logaritamske funkcije
f(z) =log, (9(z)) = g(x) >0
4. ogranicenost argumenta za arkus {arcsin, arccos} funkcije
f(z) = arcsin (¢g(z)) = —1<g(x)<1

f(z) = arccos (g(z)) = —1<g(z) <1

Primjer 9.1 Odredite domenu funkcije

fa) = e+ 2
_ 2

RjeSenje Promatramo 2 uvjeta - s obzirom na nazivnike racionalnog izraza koji je eksponent
eksponencijalne funkcije iz prvog pribrojnika i drugog pribrojnika:
122 =940 = 1z # -3, 29#3
2. x # 0 Domena je skup brojeva dobiven presjekom svih uvjeta koje funkcija preslikava u
realne brojeve:

Dy =R\ {-3,0,3}

Primjer 9.2 Odredite domenu funkcije

1
J@) =32

Rjesenje Ponovno promatramo nazivnik koji ne smije biti jednak 0, te rjesavamo kvadratnu

iednadzbu s nepoznanicom 2% nakon zamjene sa t
J P 1
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9.1 Tok funkcije

47 —3.2" 4240 = 22 —3.2°42#£0 (2°=1)
2 —3t4+2#40 = t; #£1, ty #£2
241 = 222420 — 2 +£0
2042 = 2" #£2! = 2 #£1
Dy =R\{0,1}

Primjer 9.3 Odredite domenu funkcije

(@) var+2

" In (x+1)
Rjesenje Promatramo sloZenu funkciju koja se sastoji od drugog korijena (prvi uvjet), logari-
tamske funkcije (drugi uvjet) i racionalne funkcije (treci uvjet):
rT+2>0 = x> -2
z+1>0 = z> -1

In(z+1)£0 = z+1+#¢° = Dy =(-1,00)\ {0}

RjeSenje

r—2#0 = x#2

rz+1 9
>0 /-(x—2)

(x4+1)(x—2)>0 = x1=—1,29=2

Primjer 9.5 Odredite domenu funkcije
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9.1 Tok funkcije

RjeSenje
sin? (z) — 2sin (z) # 0 = sin (z) (sin (z) — 2) # 0
sin(z) #0 = x#km, kel
sin(z) —2#0 = sin(z) #2, Ve eR
Dy =R\ {kn}, k€Z

Primjer 9.6 Odredite domenu funkcije

f(x)=In(2cos(z) —1).

RjeSenje

)

cos(w)>§ /
A om
7 3

sz<o+2lm,§+2kw>u<5§+2kw,2w+2kw>, ke

Primjer 9.7 Odredite domenu funkcije

f(z) = arccos vV2x — 1.

RjeSenje Iz uvjeta za ogranicenost argumenta za arkus funkcije slijede nejednadzbe:
-1<V20-1<1 = [V2z—1|<1
thog |[Vr|<1 = 0<z<1

dobijemo 0 <2x —1<1 = 1<2xr <2

1 1
odakle slijedi 3 <z<1 = Dy= [5, 1]

Definicija 9.3. Parnost i neparnost funkcije

Za realnu funkciju f : Dy — Ky kaZemo da je:
1. parna ako vrijedi f(—x) = f(x), Va € Dy,
2. neparna ako vrijedi f(x) = —f(x), Va € Dy.
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9.1 Tok funkcije

Parnost realne funkcije prepoznajemo iz simetricnosti njezinog grafa
1. za parnu funkciju graf je simetrican u odnosu na y os,

2. mneparna funkcija ima graf simetrican u odnosu na ishodiste koordinatnog sustava.

Primjer 9.8 Ispitajte parnost i neparnost funkcije

x?—
="

Rjesenje Provjeravamo parnost funkcije iz jednakosti f(—x) = f(x):

(—2)? -1  2*-1 r?—1

f(—z) = w2 —2_2 " 142 # f()
Zakljucujemo funkcija nije parna.
Provjeravamo neparnost funkcije iz jednakosti f(—x) = — f(x):
(2 -1  2?-1 2?1
)=y = 5= 2127 /@

Zakljucujemo funkcija nije neparna.

Primjer 9.9 Ispitajte parnost i neparnost funkcije

f(z) =2 + 422

Rjesenje Provjeravamo parnost funkcije iz jednakosti f(—x) = f(x):
f(=a) = (—2)" + 4(—2)* = 2" + 42° = f(x)

Zakljucujemo funkcija je parna.

Definicija 9.4. Periodi¢nost funkcije

Za realnu funkciju f : Dy — Ky kaZemo da je periodicna na domeni, ako postoji realna

broj P > 0 takav da vrijedi

f(x+P)= f(x) VreDs.

Najmanji broj P > 0 nazivamo osnovni ili temeljni period funkcije.

Primjer 9.10 Ispitajte periodi¢nost funkcije
flx) =

2 -1
x—2"

Rjesenje Iz definicije periodicnosti funkcije f(x) = f(x + P) za x = 0 slijedi jednakost

1 P2-1 1
10 =P = 5 =5y = r={o i}

1
Iz uvjeta P > 0 u definiciji zakljucujemo kako mora vrijediti P = 3 Kada bi taj P bio osnovni

period funkcije tada bi vrijedila jednakost

f(z) = f(x + P),Vx € Dy.
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9.1 Tok funkcije

Medutim, uvrstenjem vrijednosti za P te sredivanjem izraza slijedi

2~ 2 R R

Sto je suprotno pretpostavci da vrijedi za svaki @ iz domene. MoZemo zakljuciti kako zadana

funkcija nije periodicna.

Primjer 9.11 Odrediti temeljni period funkcije

f(z) =5sin (4 +5).

Rjesenje
fle+7)=f(x)
5sin (4(x +7) + 5) = 5sin (4dx + 5)
sin (4x + 47 + 5) = sin (42 + 5)

s
T ™ T 9

Definicija 9.5. Nultocke funkcije

KaZemo da realna funkcija ima nultocku xo € D ukoliko je vrijednost funkcije u toj tocki

Jjednaka nuli, tj. ukoliko vrijedi

f(xo) =0.

1. U nultocki graf funkcije presijeca apscisu, tj. x koordinatnu os.
2. Sjeciste grafa funkcije s ordinatnom osi (y-os) nije nultocka funkcije, ve¢ se radi samo o

tocki (0, f(0)) presjecista ordinatne osi.

Primjer 9.12 Odredite nultocke funkcije

2
¢ —4
Rjesenje Nultocku funkcije odredujemo rjeSavanjem jednadzbe f(x) = 0, tj. nalaZenjem

vrijednosti za x u kojima se vrijednost funkcije ponistava

2 —4
fla)=0— =

Bududi se radi o racionalnoj funkciji, njena vrijednost ce biti jednaka nuli samo kada je izraz u

=0

brojniku jednak nuli, i to za one x za koje je vrijednost nazivnika razlicita od nule.
2 —4
z—3
Buduci je vrijednost nazivnika za te tocke razlicita od nule zakljucujemo kako su

=0=22-4=0= 3= +2

r={-2,2}
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9.1 Tok funkcije

Jjedine nultocke funkcije.

Sjeciste ordinatne osi je tocka s koordinatama

4

T(0,£(0)) =T (0, g)

Primjer 9.13 Odredite nultocke funkcije
f(z) =4 42771 -8,
RjeSenje
47 497+ 8 =0 = (29 +2-2°—8=0
Supstitucijom 2% = t, dobijemo kvadratnu jednadZbu
P42 —8=0=t; = 4,1y =2

Kako je funkcija 2* uvijek pozitivna, moZemo promatrati samo slucaj kada je 2* = 2. Prema

tome je x = 1.

Definicija 9.6. Kriti¢na tocka funkcije

Kazemo da je tocka ¢ € Dy Kriti€na tocka realne funkcije f(x) ako se prva derivacija

ponistava (f'(c) = 0), ili nije definirana u toj tocki.

9.1.1 Linearna funkcija

Definicija 9.7. Apsolutna vrijednost

Realnu funkciju zadanu pravilom

x, x>0
|zl =40, 0
—x, <0

nazivamo apsolutna vrijednost realnog broja.

Za sve realne brojeve a, b vrijedi
f(z) = |z o |z|<a = —a<z<a

o nejednakost trokuta

o+ 6] <a| + 0]

o lla| = [b]] < a— b
of : o [ab] = |a||b]

@ Napomena Svojstva apsolutne vrijednosti

1. domena, kodomena i slika funkcije
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9.1 Tok funkcije

oDy =R
o Ky=R
o Rf = [0,00>

o nema posebnih uvjeta na domeni
2. svojstva funkcije

o parna je funkcija

o nije periodicna
3. asimptote: nema nijednu

4. derivacije

1, x>0
o prva, || = nema, x =20
-1, z <0

o ostale su 0 za x # 0, dok za x = 0 nema nijednu derivaciju
5. karakteristicne tocke
o nultocka i presjeciste ordinatne osi je tocka O(0,0)
o kriti¢na tocka O(0, 0) je ujedno lokalni i globalni minimum
o nema rocaka infleksije
6. karakteristicni intervali
e monotonosti
& pada na intervalu R_ = (—o0, 0)
o raste na intervalu Ry = (0, 0o)

o nema intervala zakrivijenosti

Definicija 9.8. Linearna funkcija

Realnu funkciju zadanu izrazom
fle)=kx+1, kileR, k#0

nazivamo linearna funkcija.

1 o graf funkcije je pravac

k=tga

AK . o | je odsjecak na osiy

o Y

L il 040

l

x|~

F(z) = kz +1 o koeficijent smjera za pravac

o normalna jednadzba pravca

Svojstva linearne funkcije

1. domena, kodomena, slika funkcije
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9.1 Tok funkcije

s D;=R
o K;=R
s R;=R

o nema posebnih uvjeta na domeni
2. svojstva funkcije

o nije parna ni neparna

o nije periodicna
3. asimptote: nema nijednu
4. derivacije

o prva (kx +1) =k

o druga i sve ostale derivacije su nula, (kz + 1) =0, n > 1

5. karakteristicne tocke
o jedna nultocka vy = (—+)
o presjeciste ordinatne osi je tocka (0, 1)
o nema stacionarnih ni kriticnih tocaka
o nema rocaka infleksije
6. karakteristicni intervali
o na cijeloj domeni raste (k > 0) ili pada (k < 0)

o nema intervala zakrivljenosti

Definicija 9.9. Razlomljena linearna funkcija

Realnu funkciju zadanu kvocijentom linearnih funkcija

ar +b
@)= ova

nazivamo razlomljena linearna funkcija.

a,b,c#0,d e R

cista osi y.

Za razlomljenu racionalnu funkciju vrijedi
o ukoliko je a = 0, tada nema nultocke,

f(z) = Zgig i o ukoliko je d = 0, tada nema presje-

@ Napomena Svojstva razlomljene linearne funkcije
1. domena, kodomena i slika funkcije
o Dy =R\ {-{
o Icf - R
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9.1 Tok funkcije

° Rp=R\{¢}

o uvjet na domeni r # —%l
2. svojstva funkcije

e nije parna ni neparna

o nije periodicna

3. asimptote

ol

o vertikalna je pravac x = —

e horizontalna je pravac y = ¢

o nema kose asimptote

4. derivacije

/
azx+b __ _ad—bc
e prva (c:c—i—d) ~ (cz+d)?

"
az+b _ 2c(ad—bc)
o druga (cx+d) — (czta)3

5. karakteristicne tocke

o jedina nultocka (—2,0), a # 0

a

o presjeciste ordinatne osi (0, %) ,d#0
e nema stacionarnih ni kriticnih tocaka
o nema rocaka infleksije
6. dva su karakteristicna intervala odredena tockom prekida {( —oo, —Ccl> , <—, oo>
o monotonost: na oba intervala raste, ili pada

o zakrivljenost: na jednom je konveksna, a na drugom konkavna

Primjer 9.14 Ispitajte tok funkcije
2z +1
-1

f(z)

RjeSenje
I. domenax —1#0 = x#1 = Dy =R\ {1}
kodomena Ky = R

wo N

razlomljena linearna funkcija nije parna ni neparna
razlomljena linearna funkcija nije periodicna
nultocke, f(z) =0 = 204+1=0 = z9=—3

presjeciste s y osi, f(0) = -1 = T(0,—1)

N S A

asimptote funkcije
o vertikalna je pravac x = 1 kroz tocku prekida iz domene

o horizontalna je pravac y = 2

o razlomljena linearna funkcija nema kose asimptote
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9.1 Tok funkcije

8. prva derivacija

f/(x):<2x+1>':2(a¢—1)—(2w+1)_ 3

r—1 B

(z— 1) o (z—1)?
9. mema stacionarnih tocaka zbog f'(x) =0 = —3 = 0, $to je kontradikscija
10. buduci nema stacionarnih tocaka tada nema ni ekstrema

11. intervali monotonosti su odredeni tockom prekida iz domene, i vrijedi
f'(z) <0, Vz € Dy
tj. funkcija je padajuéa na oba intervala monotonosti
—00 00
-]
NN

12. druga derivacija

f”(l’) _ <_(x_31)2> = _3 ((:L" — 1)—2)’ = —-3(-2)(x — 1)—3 _ (:L'_61)3

13. nema tocaka infleksije zbog kontradikcije f"(x) =0 = 6 =0

14. intervali zakrivljenosti su odredeni tockom prekida iz domene
—00 00
rl-|s]
flnlv]

o funkcija je konkavna na intervalu (—oo, 1)

o funkcija je konveksna na intervalu (1, 00)

A

Iz grafa funkcije moZemo odrediti sliku funkcije Ry = R\ {2}.
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9.1 Tok funkcije

9.1.2 Kvadratna funkcija

Definicija 9.10. Kvadratna funkcija

Realnu funkciju zadanu izrazom
f(zx)=az’+bx+c, abceR

nazivamo opéa kvadratna funkcija, a njezin graf je parabola.

p o alternativni zapis

f(z) =az? +bx +c 2 2
f@)=ala+o) +e-2
r)=al|lx+ — c— —
>0 2a 4a
e o diskriminanta
e D = b? — dac

2a
// A‘ \\ x
£ ! N o tjeme parabole
A
FE ] s b D
; @< i
. . 2a° 4a

Svojstva kvadratne funkcije

1. domena, kodomena i slika funkcije

e Dy=R
O’Cf:R

D

—=,00), a>0
oRf: [ 4a >

<—oo, —%] , a<0
o nema uvjeta na domeni
2. svojstva funkcije
o moZe biti parna, ali ne moZze biti neparna
o nije periodicna
3. asimptote: nema nijednu
4. derivacije
o prva (az? +bx +¢) = 2az +b
o druga (ax2 + bx + c) "= 2q
5. karakteristicne tocke
o nultocke ovise o predznaku diskriminante D = b*> — 4ac
o D < 0, dvije razlic¢ite kompleksne (ne sijece x — 0s)

e D = 0, jedna dvostruka realna (tjeme) ro = ——

2a
—b+t VD
e D > 0, dvije razli¢ite realne x1 2 = Z\F
a
o presjeciste ordinatne osi (0, c)
o jedina stacionarna tocka je tjeme parabole T (—%, —%)
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o nema rocaka infleksije

6. dva karakteristicna intervala odredena su tockom tjemena <—oo7

b

—2al+ [=25:09)

o monotonosti, do tjemena pada (a > 0), ili raste (a < 0), a nakon tjemena suprotno

o domena je jedini interval zakrivijenosti, konveksan (a > 0) ili konkavan (a < 0)

9.1.3 Potencije i korijeni

Definicija 9.11. Neparne potencije

Realne funkcije zadane izrazom

-

fz)=z>" neN
nazivamo neparne potencije.
‘ Neparne potencije su bijekcije te imaju ne-
Fla) = o1 parne Korijene za inverzne funkcije
7 e fH @) = R
L« - g
. vl 00 0 0 oo .
. s Neparne potencije i neparni korijeni su
_ s
A7 1 ) strogo rastuée funkcije na cijeloj domeni.
| Y
if s
#Z - -1

@) = e

Definicija 9.12. Parne potencije

Realne funkcije zadane izrazom

nazivamo parne potencije.

: Ny g(x) = f(z), Yz €]0,00)
AN ,’:""”x 3 su strogo rastuce bijekcije stoga imaju
1 T inverzne funkcije
=1l — 2n/;
g (2) Yz g—l(x) —_ 2{1/5

f(z) =2 neN

Parne potencije nisu injekcije re nemaju
inverze. Restrikcije parnih potencija na po-

zitivne realne brojeve
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1.

6.

Svojstva potencija i korijena

domena, kodomena i slika funkcije

R, neparne potencije i korijeni
o Dy =< R, parne potencije

[0,00), parni korijeni
) ICf — R

R, neparne potencije i korijeni
o Rf —

[0,00), parne potencije i korijeni

o za parne korijene uvjet za domenu je x > 0
svojstva funkcija
o neparne potencije i korijeni su neparne, dok su parne potencije parne funkcije, a
parni korijeni nisu parni ni neparni
e nisu periodicne funkcije
asimptote: nemaju nijednu
derivacija za potencije i korijene se racuna prema pravilu za potencije (x™)" = nz" !, u
tocki nula korijeni nemaju nijednu derivaciju
karakteristicne tocke
o jedina nultocka i presjeciste y osi je tocka (0,0)
o (0,0) je stacionarna tocka za parne potencije, dok parni korijeni te neparne potencije
i korijeni nemaju stacionarnih tocaka
o (0,0) je tocka infleksije za neparne potencije i korijene, dok parne potencije i korijeni
nemaju tocaka infleksije
karakteristicni intervali
o parne potencije su padajuée na intervalu (—oo,0) i rastuée na intervalu (0, o),
dok su parni korijeni te neparne potencije i korijeni uvijek rastuce funkcije
o parne potencije su konveksne dok su parni korijeni konveksni na (0, c0),, neparne

potencije su konkavne na (—oo, 0) i konveksne na (0, 00), a neparni korijeni suprotno
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9.1.4 Polinomi

Definicija 9.13. Polinomi

Za prirodan broj n € N, realnu funkciju zadanu izrazom

n—1

P, (z) = apx" + ap—1x +--tagr? +ax+ap, a;€R

uz uvjet a, # 0 nazivamo polinom stupnja n.

o koeficijenti polinoma
12:(@) ap,a1,y...,0ap—-1,0n

o broj n nazivamo stupanj polinoma

Svojstva polinoma

1. domena, kodomena i slika funkcije

s Dy =R
o Kf=R
oRfCR

o nema uvjeta na domenu
2. svojstva funkcija
parnost i neparnost
o ako su svi ¢lanovi s parnim potencijama, tada je polinom parna funkcija,
o ako su svi clanovi s neparnim potencijama i vrijedi ag = 0, tada je polinom
neparna funkcija
o inace, polinom nije parna ni neparna funkcija
periodic¢nost nisu periodicni
3. asimptote: nemaju nijednu
4. o derivacija se racuna clan po clan prema pravilu za potencije
(z") = na"?
o derivacije (n+1)-og (i viseg) reda su 0 za polinom n-tog stupnja
5. karakteristicne tocke
o polinomi mogu imati najviSe n razlicitih nultocaka te jedino presjeciste y osi tocku
(0, ap)
o polinomi mogu imati najvise n — 1 razlicitih stacionarnih tocaka

o polinomi mogu imati najvise n — 2 razlicitih tocaka infleksije
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6. karakteristicni intervali

o polinomi mogu imati najvise n razlicitih intervala monotonosti

o polinomi mogu imati najvise n — 1 razlicitih intervala zakrivljenosti

Hornerova shema

Vrijednost polinoma za zadanu tocku ¢ € R moZemo izracunati primjenom Hornerove sheme.

Ukoliko polinom P, (z) zapiSemo na sljedeci nacin

tada vrijednost polinoma P,,(c) moZemo izracunati algoritmom

Primjer 9.15 Hornerovom shemom za ¢ = 4 izracunajte vrijednost polinoma

Po(z) = (((-+ (an@ + an-1)T + an—2)x + - -+ + az)x + a1)x + ag

Input: n stupanj polinoma, tj. njegova najvisa potencija

Input: a; popis svih koeficijenata polinoma ukljucujuci a; = 0

Input: c tocka za koju racunamo vrijednost polinoma

Output: vrijednost polinoma u tocki P,,(c)

rezultat < an,

forVie{n—1,n-2,...

,1,0} do

‘ rezultat < rezultat *x ¢ + a;

end

return rezultat

Ps(x) = 22° 4 3z* — 2% — 22 4+ 13.

// izralunata vrijednost polinoma

RjeSenje Hornerovu shemu zapisujemo u obliku tablice

1.
2.
3.

redak: koeficijenti polinoma s nulama za a; = 0

redak: umnoZak rezultat * c

redak: zbroj umnoska i koeficijenta a; u istom stupcu

c=14
a; 2 3 0 -1 13
rezultat x c 8 44 176 700 2792
rezultat xc+a; || 2 11 44 175 698 2805

Iz tablice citamo vrijednost polinoma P5(4) = 2805.

Faktorizacija polinoma

Za svaki polinom

P,(z) = apa™ + n_12" L+ agr? + arz + ag

vrijedi, ako je a € R realna nultocka polinoma, tada polinom mozemo zapisati u obliku

Po(z) = (2 — a) o (z)
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Kompleksne nultocke
Ako je z € C kompleksna nultocka polinoma, tada vrijedi
1. z € C je takoder nultocka,
2. Py(x) = (22 — (z+2)z + |2*) Poa(z), n>2
Postupak odredivanja polinoma nizeg stupnja kojih umnoZak odreduje polazni polinom se naziva

faktorizacijom polinoma.

Primjer 9.16 Nadite faktorizaciju polinoma

Pz)=2®—2>+42—4.

RjeSenje
Plx)=a -2 +40 —4=2""" — 2 4 40 — 4
=22z —1)+4(z—-1)= (2 +4)(z 1)

Primijetimo kako u nekim slucajevima izjednacavanjem s nulom faktoriziranog polinoma moZemo

Jednostavnije odrediti nultocke polaznog polinoma.
Pz)=0 = (22 +4)(z—-1)=0 = 22 +4=0iliz—1=0

Odatle, jednostavno dobijemo sve nultocke polinoma xo € {1, —2i,2i}.

9.1.5 Racionalna funkcija

Definicija 9.14. Racionalna funkcija

Neka su P, (x), Qm(x) polinomi, funkciju odredenu izrazom

_ Pu(2)

nazivamo racionalna funkcija.

o nultocke nazivnika Qy,(z) = 0 nazi-

o vamo polovima uz uvjet da nisu nul-
Pa(z) 20 L tocke brojnika
\k‘ o o ako je n < m tada se radi o pravoj

//r A racionalnoj funkciji

o za nultocke i polove parne kratnosti
funkcija ne mijenja predznak dok za

neparnu kratnost mijenja

Qu(zfZ0
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Svojstva racionalne funkcije
I. domena, kodomena i slika funkcije
o Dy =R\ {z e R: Qn(x) =0}
o ’Cf - R
o nema generalnog pravila za slika racionalne funkcije
o uvjet za domenu su nultocke nazivnika Q,(x) # 0
2. svojstva funkcije
o nema opceg pravila za parnost, ve¢ za svaku racionalnu funkciju treba provjeriti
uvjete iz definicije
o racionalne funkcije nisu periodicne
3. asimptote
o vertikalne su odredene nultockama nazivnika (polovi)
o jedna horizontalna ako vrijedi n = m, tj. isti stupanj polinoma u brojniku i
nazivniku, dok je zan < m, x os horizontalna asimptota,
o jedna kosa ako vrijedi n = m + 1, inace nema ako se radi o pravoj racionalnoj
Sfunkciji, zan > m + 1, radi se o nelinearnim asimptotama
4. derivacija bilo kojeg reda se racuna primjenom pravila za kvocijent
5. karakteristicne tocke
o nultocke su iz brojnika, tj. rjeSenja jednadzbe P, (x) = 0 uz uvjet da nisu nultocke
nazivnika
o polovi su nultocke nazivnika, tj. rjesenja jednadzbe Q,,(x) = 0 uz uvjet da nisu
nultocke brojnika
o stacionarne tocke se odreduju (prema definiciji) iz nultocaka prve derivacije
o tocke infleksije se odreduju (prema definiciji) iz nultocaka druge derivacije
6. karakteristicni intervali
o monotonosti su odredeni stacionarnim tockama i polovima funkcije

o zakriviljenosti su odredeni tockama infleksije i polovima funkcije

Dijeljenje polinoma s ostatkom

Ukoliko vrijedi n > m tada dijeljenjem polinoma moZemo rastaviti racionalnu funkciju
P () Ry, (x)

gdje je P, (x) kvocijent dva polinoma dok je ostatak prava racionalna funkcija.

= Py_m(x) + E<m

Dijeljenjem polinoma mozemo odrediti asimptote racionalne funkcije, naime, vrijedi
o n = m, tada je P,_,(x) = b konstanta koja je ujedno horizontalna asimptota (y = b)
za racionalnu funkciju
en = m+ 1, tada je Py_,(x) = ax + b, linearna funkcija koja je kosa asimptota
(y = ax + b) za racionalnu funkciju

o n>m+ 1, tada P,_,,(x) odreduje nelinearnu asimptotu
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Primjer 9.17 Odredite kvocijent i ostatak za racionalnu funkciju
3 2
x4+ 2z° - 22 +4

RjeSenje Bududije polinom u brojniku veceg stupnja od polinoma u nazivniku mozZemo napraviti

dijeljenje polinoma s ostatkom

( x3+2x2—2x+4)+(:€—1) :x2+3x+1+%
— 3 +2?
322 — 2z
— 322 + 32
r+4
—z+1
5
o kvocijent 2% + 3z + 1 (nelinearna asimptota funkcije)
o ostatak o
Primjer 9.18 Ispitajte tok funkcije
2 —4
flx) = 22 _9
RjeSenje
I. domenaa® —2#0 = z#0+v2 = D =R\ {£V2}
2. kodomena Ky = R , )
3. funkcija je parna jer je f(—x) = E:;; :;1 = ; :;L = f(x)
4. funkcija nije periodicna
5. nultocke f(x) =0 = = = £2
6. presjek s y osi f(0) = 82 :;1 =2 = T7(0,2)
7. asimptote funkcije
o vertikalne asimptote su pravci © = —/2, & = \/2 kroz tocke prekida iz domene
o horizontalna je pravac y = 1
24

o kosa asimptota ne postoji jer ima horizontalnu
8. prva derivacija
, 2 -4\ 22 (22-2)— (22 —4) -2z Az

9. stacionarna tocka (0, 2)

(—2+ 2)? (—2+a?)?

f()=0 = 42=0 = 2=0 = (0,2)

10. intervali monotonosti su odredeni stacionarnom tockom
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11. stacionarna tocka je lokalni minimum

12. druga derivacija

@2 BRGEE

neoN dx ' CA(—2+2%)r 4z 2(-2+42?) 22 8 + 1222
/ (x)_<<—2+x2)2> B -

13. tocke infleksije ne postoje

3
') =0=8+4+122" =0 ==+ -5

14. intervali zakrivljenosti

—0o0 —\/§ \/5 “+00
i I I N
f N U N
konkavna | konveksna | konkavna
15. graf funkcije
f(@)

Iz grafa funkcije moZemo odrediti sliku funkcije Ry = R\ {1} .

Primjer 9.19 Ispitajte tok funkcije
)
r+2

flx) =
RjeSenje
. domena x +2 # 0= x # —2 = Dy = R\ {2}
2. kodomena Ky = R
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“

AN

N D

S0

10.

11.
12.

13.
14.

funkcija nije ni parna ni neparna

()P -2 2?2
flem) = 2 = S @)
C(-x)?-2 2?2
flem) =S T )
funkcija nije periodicna
nultocke
fl@)=0=a=+—V2 = (—\/5,0) , (\@,0)

presjek s y osi f(0) = % =-1=1T(0,-1)
asimptote funkcije

o vertikalna asimptota je pravac x = —2 kroz tocku prekida iz domene

o horizontalna ne postoji

_ 2 —2
y= :v—>:too x+ 2 =
o kosa asimptota je pravac y = x — 2
2
v =2
k:zgrinooxa—i—zx -
-2
= lim v —xrx=-2
z—too x + 2

prva derivacija

stacionarne tocke (—3.

flle)=0=2a2?+424+2=0= 21 = —3.41,29 =

41, -6.83),

/_3:2—1—43:—&—2
x—|—2 - 2
)5 (=

(x +2)

0.59, —1.17)

intervali monotonosti su odredeni stacionarnim tockama

— 00

f/

—-3.41

—0.59 +o0

.
AR

Maks.

—0.59

ima lokalne ekstreme u stacionarnim tockama: Maks.(—3.4,—6.8), min.(—0.6, —1.2)

22 +4r+2\ 4
2 -~ (z+2)3

druga derivacija

fx) =

(x+2)

tocke infleksije ne postoje jer je f"(x) # 0, Vo € Dy

intervali zakrivljenosti

—00 -2 +o00
7 _ ‘ + ‘
f N U
konkavna | konveksna
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15. graf funkcije

Iz grafa funkcije moZemo odrediti sliku funkcije Ry = (—o0, —3.41] U [-0.59, c0) .

9.1.6 Eksponencijalna i logaritamska funkcija

Definicija 9.15. Eksponencijalna funkcija 6”

Postoji tocno jedna bijekcija f: R — (0, 00) za koju vrijedi
fle+y)=f@)f(y), Vz,y €R
sa svojstvima
f(0)=1,
fA)=b>0,beR
Bijekciju nazivamo eksponencijalna funkcija s bazom b, te pisemo
f(z) =10, b>0,b#1.

Eksponencijalna funkcija s bazom b ima ova svojstva:

1. bty — prpy
2 =t
(8 =%
4. (b*)Y = b
5. (ab)* = a®b"
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@ Napomena Na sljedecoj slici su prikazani grafovi nekih eksponencijalnih funkcija (b*) za

razlicite vrijednosti baze b > 0,b # 1.

()" (1)

(S
[}
B

Definicija 9.16. Eksponencijalna funkcija e”

1 n
Funkciju f(z) = €*, gdje je e = lim (1 + —) ~ 2,718281828 nazivamo samo
n

n—,oo
eksponencijalna funkcija.

@ Napomena Svojstva eksponencijalne funkcije b”®

1. podrucje definicije, vrijednosti i slika funkcije

o Dy =R
o ICf =(0,00)
o Ry =(0,00)

o nema posebnih uvjeta na domeni
2. svojstva funkcije

o nije parna ni neparna funkcija

o nije periodicna
3. asimptote

o vertikalnu nema

o horizontalna y = O prema pravilu
0<b<1, desna
b>1, lijeva

o nema kosih asimptota
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4. derivacija bilo kojeg reda (n € N) je dana pravilom

) (In ()" 0%, b#e

e, b=e

5. karakteristicne tocke
o nema nultocaka, i presjeciste ordinatne osi je tocka (0, 1)
e nema stacionarnih (ni kriticnih) tocaka, te zato nema lokalnih ekstrema
o nema focaka infleksije

6. karakteristicni intervali

o uvijek je strogo monotona prema pravilu
0<b< 1, padajuca
b>1, rastuca

o uvijek je konveksna

Primjer 9.20 Ispitajte tok funkcije
flz)=e"".

RjeSenje

I. nema uvjeta za domenu Dy = R
kodomena je odredena eksponencijalnom funkcijom K¢ = (0, 00)
f(—x) = e (-0 = g% = f(x), funkcija je parna
eksponencijalna funkcija nije periodicna
nema nultocaka zbog eksponencijalne funkcije

presjeciste sy osi, f(0) = e =¥ =1 — T(0,1)

N S A BN

asimptote funkcije
o nema vertikalnu ni kosu asimptoptu buduci ih nema ni eksponencijalna
o horizontalna je pravac y = 0 (x-0s). Buduci je parna funkcija dovoljno je odrediti

limes za x — 00
1 1

. N . .
lim f(z)= lim e = lim — = lim — =0
T—>00 T—>00 r—00 ¥ r—00 OO

8. prva derivacija
/ 22\’ — 2 2\/ —x?
f(a:)z(e )ze (—2%) = —2ze
9. stacionarne rocke, buducije eksponencijalna uvijek rastucai pozitivna ( f (x) > 0), vrijedi,
f(z)=0 = —22=0 = =0,

10. lokalni ekstrem (lokalni maksimum) je u stacionarnoj tocki (0, 1)

11. intervali monotonosti su odredeni stacionarnom tockom
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—0 0 +00

Pl -

AR
Maks.

12. druga derivacija
!/ /
f(x) = (*2.%‘6_%2) = (*21‘),6_12 + (—2x) (6_:62)
= 2% 4 (—2x) (—2%6_:02) = (42* - 2) e
13. tocke infleksije slijede iz
() =0 = (42% —2) e =0
V2

= 42 -2=0 = z12=+——

2
14. intervali zakrivljenosti su odredeni tockama infleksije
—00 \éﬁ g 400
i S N N
f U N U
konveksna | konkavna | konveksna
15. Graf funkcije f(x) = e’
A
(0,1)
(£ N )
Y Y
X X9 T

Iz grafa funkcije moZemo odrediti sliku funkcije Ry = (0, 1).

Primjer 9.21 Ispitajte tok funkcije

f(ac):m-e_x%.

RjeSenje
1. domena x #0 = Dy =R\ {0}
2. kodomena Ky = R

__1 1
3. f(—x)=—x-e 2 =—g.e 22

— f(x), funkcija je neparna
4. eksponencijalna funkcija nije periodicna
5. funkcija nema nultocaka

6. ne postoji presjeciste s y 0si
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7. asimptote funkcije
o nema vertikalnu asimptotu

o horizontalna asimptota ne postoji

y=lim flz)= lm x-e

P =401 =400

o kosa asimptota je pravac y = x
= L _ 1
72:6(:‘:00)2:60:1

k= lim @ — lm T hm e
r—+oo I r—r+o0 €T r—+o0
1
l mll)l;loo (f(x) — kx) zll}rfoo (.CC e 1 x) (00 — 00)
1
_1 e 2?2 0
= i z2 — — . = 1 — —
L'H 2. 6_9%2 —2 -2
=" lim £ i = lim —=—=0
r—r+oo —22 r—+o00 T e o0

8. prva derivacija
, _L _ 1 -2 _ 1 2
f(l')ze 22 4+ xr-e 22 - —F =e 22 1‘1’?

9. lokalni ekstremi ne postoje jer je f'(x) > 0, za svaki x, te je funkcija strogo rastuca na

cijeloj domeni

10. druga derivacija
/" a1 2 _ 1 4\ 1 /(2 4 4
f(CC) e 12x3(1+2>+6 12'<:1:3>—6 z2 (:E3+x51'3

(2 4N (244
e =z —734—75 =€ =z T

11. tocke infleksije: f"(x) =0 = —22°+4=0 = 21 = —
—00 —V2 0 \/5 +0o0
0 I S N
f U N U N
konveksna konkavna konveksna konkavna

12. graf funkcije

Iz grafa funkcije moZemo odrediti sliku funkcije Ry = R\ {0}.
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Definicija 9.17. Logaritamska funkcija log ()

Inverznu funkciju eksponencijalne funkcije f(x) = b® nazivamo logaritamska funkcija
po bazi b
~1:(0,00) > R

te ju oznacavamo s logy, . Za bazu b logaritamske funkcije takoder vrijedi b > 0, i b # 1.

Svojstva logaritamske funkcije:

o logy(1) =0

o logy(b) =1

o log ) = elt)

o log,(zy) = logy(z) + log,(y)

= logy () — logy(y)
") =rlogy(x), Vr € R

©

—

o

o

o
S N8
<8

@ Napomena Na sljedecoj slici su prikazani grafovi logaritamskih funkcija za razlicite vrijednosti

baze.

% Napomena Logaritam po bazi e oznacavamo s In i zovemo prirodnim logaritmom, dok logaritam

po bazi 10 oznacavamo samo log, te ga nazivamo dekadnim ili ponekad Briggsovim logaritmom.

@ Napomena Opéu potenciju f(z) = x® za x > 0 moZemo definirati pomocu eksponencijalne i

logaritamske funkcije na sljedeci nacin z® = e*™ @) o € R.

@ Napomena Svojstva logaritamske funkcije logy ()

1. podrucje definicije, vrijednosti i slika funkcije

on:<0,00>
o K;f=R
s Ry=R
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9.1 Tok funkcije

o uvjet za domenu logy, g(z) = g(x) >0
2. svojstva funkcije

e nije parna ni neparna funkcija

o nije periodicna
3. asimptote

o vertikalna asimptota je y-os x = 0

o nema horizontalnih ni kosih asimptota

4. derivacija bilo kojeg reda

T iU R RS

() _ )@ e
(1Ogb(x)> (_l)nfl(n_l)! o .
O I b=e, tj. za In(x)

5. karakteristicne tocke
o nema presjecista ordinatne osi, jedina nultocka je (1,0)
o nema stacionarnih (ni kriticnih) tocaka, te zato nema lokalnih ekstrema
o nema rocaka infleksije

6. karakteristicni intervali

o uvijek je strogo monotona prema pravilu
0<b< 1, padajuca
b>1, rastuca
o cijela domena je jedan interval zakrivljenosti
0<b< 1, konveksna

b>1, konkavna

Primjer 9.22 Ispitajte tok funkcije

f(z) =In (932 +1) .

RjeSenje
I. buduijex®+1>1 = Dy =R
2. Ky=R
3. f(=2)=In((-2)*+1) =In(2? + 1) = f(), funkcija je parna
4. logaritamska funkcija nije periodicna
5. nultocka, f(z) =0 = In (2?2 +1) =0 = 2 +1=1 = 22 =0 = 2=0
6. presjeciste s y osi, f(0) =In (0> +1) =In(1) =0 = T(0,0)
7. asimptote funkcije

o nema vertikalnu buduci je domena cijeli skup realnih brojeva

o nema horizontalne ni kose buduci ih nema ni logaritamska
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9.1 Tok funkcije

8. prva derivacija
1

)= (n (7 +1) =

9. stacionarne rocke, f'(z) =0 = 22 =0 = 2z =0,

-(x2+1)/:

10. lokalni ekstrem (lokalni minimum) je u stacionarnoj tocki (0,0)

11. intervali monotonosti su odredeni stacionarnom tockom

—00 0 oo
fl=]+
=T

min.

12. druga derivacija

Py = () A D) 2o

$2+1 (.’E2+1)2 o ($2 + 1)2

13. tocke infleksije slijede iz

2

fl2)=0 = 2-22°=0 = 2°=1 = 215 =+1

14. intervali zakrivljenosti su odredeni tockama infleksije

—00 -1 1 +00

Pl e |
f N U N
konkavna | konveksna | konkavna

15. graf funkcije f(z) = In (:1:2 + 1)

Iz grafa funkcije moZemo odrediti sliku funkcije Ry = [0, 00).

Primjer 9.23 Ispitajte tok funkcije

RjeSenje
o buducijeln (v) #0 = x#1lix >0 = Dy = (0,00) \ {1}
o Ky=R

208



9.1 Tok funkcije

o f(—x)= ﬁ # f(x), funkcija nije parna

f(—x) = ﬁ # —f(x), funkcija nije neparna
o funkcije nije periodicna
o nultocka funkcije ne postoji
o presjeciste s Y 0si ne postoji
o asimptote funkcije:
o vertikalna asimptota je pravac x = 1.

& kosa asimptota ne postoji

x
n ].
k= tim 29 gy B g =— =0
T—0o I R z—o0 In () 00
& horizontalna asimptota ne postoji
1 1
y = lim f(z) = lim :E :(§>L: lim + = lim z = oo
Z—00 z—00 In (,fc) 00 w00 o T—00

e prva derivacija
In(z)—z-1 _In(z) -1

n?(z) — In%(2)

() =

o intervali monotonosti i lokalni ekstremi: m(e, e)

f(z)=0 = In(z) —1=0 = In(z)=1 = x=¢

o druga derivacija
i m?(@2)—(In(z)—1)-2In(z)-1  Ln(z) [In(z) —2(In(z) — 1)

f”(ﬂ?) _z 1n4 (x) = 1114 (x)
Clin()-2mn(z)+2]  —In(z)+2
= In? (z)  zlnd (z)

2 €2

o intervali zakrivljenosti i tocke infleksije 1 (e S

f"(2)=0 = —In(2)+2=0 = In(z)=2 = z=c¢

0 1 e2 +00

f/l ‘

konveksna

konveksna konkavna
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9.1 Tok funkcije

o graf funkcije

Iz grafa funkcije moZemo odrediti sliku funkcije Ry = (—o0,0] U [e, 00).

9.1.7 Trigonometrijske i ciklometrijske funkcije

Bududi su trigonometrijske funkcije periodicke, njihove restrikcije na podrucje definicije

gdje su strogo monotone imaju inverzne funkcije.

Definicija 9.18. Sinus i arkus sinus

Na slici je prikazan graf funkcije sinus, te graf inverzne funkcije (arcsin) za restrikciju

funkcije sinus na interval [—%, %] .

A
- arcsinz
gl -~ ?
e .
1l = /i sin ()
a8
_ _z |
T 2 —1 A
A o
A A 1 3 7r
Lo
af - -1
_z
.

@ Napomena Svojstva funkcije sinus i arkus sinus

1. podrucje definicije, vrijednosti i slika funkcije

° Dsin = R> Darcsin = [_17 1]

o Icsin = ]Carcsin =R

o Rsin = [_17 1]7 Rarcsin = [_%7 %]

o sinus nema uvjet na domenu, ali arkus sinus ima

arcsing(r) = —-1<g(z) <1
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9.1 Tok funkcije

2. svojstva funkcije
o sinus i arkus sinus su neparne funkcije
o sinus je periodicna funkcija (temeljni period je 27), ali arkus sinus nije periodicna
Sfunkcija
3. obje funkcije nemaju nijednu asimptotu
4. derivacije

sinus (sin (z)) = cos (z), (sin (z))” = —sin (x)

1 T

: " __
Vst (arcsinz)” = T

arkus sinus (arcsinz)’ =

5. karakteristicne tocke
o nultocke za sinus su xo = {km : k € Z}, dok arkus sinus ima jednu nultocku (0, 0)
o za obje funkcije tocka presjecista ordinatne osi je tocka (0,0)
o stacionarne tocke funkcije sinus su xy = {(2/-c +1)5: ke Z} , dok arkus sinus ima
samo kriticne tocke r = £1
o tocke infleksije su jednake nultockama
6. karakteristicni intervali
o bududi je sinus periodicna funkcija njena restrikcija na interval <7g, %> je strogo
rastuca, dok je arkus sinus strogo rastuca na cijeloj domeni
o svaki interval odreden susjednim nultockama je jedan interval zakrivijenosti za funk-
ciju sinus, dok je funkcija arkus sinus konkavna na intervalu [—1,0) te konveksna

na intervalu (0, 1]

Definicija 9.19. Kosinus i arkus kosinus

Na slici je prikazan graf funkcije kosinus, te graf inverzne funkcije (arccos) za restrikciju

funkcije kosinus na interval [0, 7] .

y

arccos T
— =T

1

I
I
I
I
I
I
I
I
I
f

Y

S

Svojstva funkcije kosinus i arkus kosinus
[. podrucje definicije, vrijednosti i slika funkcije
 Deos = R, Darccos = [—1,1]
o Keos = Karccos = R
° Reos = [—1,1], Rarccos = [0, 7]
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9.1 Tok funkcije

o kosinus nema uvjet na domenu, dok arkus kosinus ima
arccosg(z) = —1<g(z) <1

2. svojstva funkcije
o kosinus je parna, ali arkus kosinus nije parna ni neparna
o kosinus je periodicna funkcija (temeljni period je 2m), ali arkus kosinus nije peri-
odicna funkcija
3. obje funkcije nemaju nijednu asimptotu
4. derivacije
kosinus (cos (z))’ = —sin (z), (cos (z))” = — cos (x)
arkus kosinus (arccos (z)) = \/%7, (arccos ()" = ﬁ
5. karakteristicne tocke
o nultocke za kosinus su o = {(2]{: +1)5: ke Z} , dok arkus kosinus nema nultocku
o za kosinus presjeciste ordinatne osi je tocka (0, 1), dok je za arkus kosinus to tocka
0.3)
o stacionarne tocke funkcije kosinus su vy, = {km: k € Z}, dok arkus kosinus ima
samo kriticne tocke v = £1
o za kosinus nultocke su tocke infleksije, dok je za arkus kosinus jedina tocka infleksije
presjeciste ordinatne osi
6. karakteristicni intervali
o bududi je kosinus periodicna funkcija njena restrikcija na interval [0, 7| je strogo
padajuca, dok je arkus kosinus strogo padajuca na cijeloj domeni
o svaki interval odreden susjednim nultockama je jedan interval zakrivljenosti za funk-
ciju kosinus, dok je funkcija arkus sinus konveksna na intervalu [—1, 0) te konkavna
na intervalu (0, 1]

Definicija 9.20. Tangens i arkus tangens

Na slici je prikazan graf funkcije tangens, te graf inverzne funkcije (arctg) za restrikciju

funkcije tangens na interval <—%, §> .
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9.1 Tok funkcije

Svojstva funkcije tangens i arkus tanges
I. podrucje definicije, vrijednosti i slika funkcije
o Dy =R\ {2k +1)5: k€ Z}, Daretg =R
o Kig = Karctg = R
o Rig =R, Rarctg = (~5,%)
o arkus tangens nema uvjet na domenu, ali tangens ima
tg(z) = x ¢ {(2k+1)g: ke Z}
2. svojstva funkcije
o tanges i arkus tangens su neparne funkcije
o tangens je periodicna funkcija (temeljni period je ), ali arkus tangens nije periodicna
Sfunkcija

3. za vertikalne asimptote tangens ima pravce
x:(2k+1)g, kel
dok arkus tangens ima dvije horizontalne asimptote

v
S
y==35

4. derivacije
2

tangens (tg (2))' = oy, (tg(2))" = 25

arkus tangens (arctg (z))’

= o (arctg (@) = 525

5. karakteristicne tocke
o nultocke za tanges su xo = {kmw: k € Z}, dok arkus tangens ima jednu nultocku
(0,0)
o za obje funkcije tocka presjecista ordinatne osi je tocka (0,0)
o obje funkcije nemaju stacionarnih tocaka
o nultocke su im tocke infleksije
6. karakteristicni intervali su odredeni domenom za obje funkcije
o tangens je strogo rastuca na svakom intervalu odredenom vertikalnim asimptotama,
dok je arkus tangens strogo rastuca na cijeloj domeni
o za tangens su intervali zakrivljenosti odredeni asimptotama te podijeljeni nultockom
na dva podintervala, dok je arkus tangens konveksna na (—oo,0) i konkavna na

(0,00)
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9.1 Tok funkcije

Definicija 9.21. Kotangens i arkus kotangens

Na slici je prikazan graf funkcije kotangens, te graf inverzne funkcije (arcctg) za restrikciju

funkcije kotangens na interval (0, ) .

Svojstva funkcije kotangens i arkus kotanges
I. podrucje definicije, vrijednosti i slika funkcije
Detg = R\ {k7: k € Z}, Darcetg =R
Ketg = Karcetg = R
Rctg =R, Rarcctg = <0, 7T>

o arkus kotangens nema uvjet na domenu, ali kotangens ima

©

ctg(x) = z ¢ {kn: ke Z}

2. svojstva funkcije
o kotanges i arkus kotangens nisu parne ni neparne funkcije
o kotangens je periodicna funkcija (temeljni period je ), ali arkus kotangens nije
periodicna funkcija
3. kotangens ima za vertikalne asimptote pravce x = kn, k € 7, dok arkus kotangens ima
dvije horizontalne y =0, y =7

4. derivacije

1 2ct
kotangens (ctg (z)) = ———5——, (ctg(x))" = %@)
sin” () sin” ()
1 2
arkus kotangens (arcctg (z)) = L (arcctg (z))" = ﬁ

5. karakteristicne tocke
o nultocke za kotanges su o = {(Qk: +1)5: ke Z} , arkus kotangens nema nultocku
o kotangens nema presjecista ordinatne osi, dok je presjeciste za arkus kotangens tocka
7
tocka (0 —)
"2

obje funkcije nemaju stacionarnih tocaka

o tocke infleksije za kotangens su nultocke, dok je presjeciste ordinatne osi tocka

infleksije za arkus kotangens
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9.1 Tok funkcije

6. karakteristicni intervali su odredeni domenom za obje funkcije
o kotangens je padajuca na svakom intervalu odredenom vertikalnim asimptotama,
arkus kotangens je padajuca na cijeloj domeni
o za kotangens su intervali zakrivljenosti odredeni asimptotama te podijeljeni nultoc-
kom na dva podintervala, dok je arkus kotangens konkavna na (—oo, 0) i konveksna

na (0, 00)

Definicija 9.22. Opéi oblik trigonometrijske funkcije sinus

Opca trigonometrijska funkcija sinus dana je izrazom
f(x) =Asin(B(z —¢))+C, AB,C,peR

s parametrima A, B, C, p, koji imaju sljedece znacenje
A promjene amplitude, tj. vertikalnog skaliranja funkcije
B promjene temeljnog perioda funkcije
C' iznosa vertikalnog pomaka funkcije
@ vrijednosti horizontalnog pomaka, tj. fazni pomak

Utjecaj parametara na vrijednost opce funkcije sinus prikazan je grafom:

@ Napomena Zbog identiteta sin (x) = cos (93 — %) moZemo u izrazu za opci oblik umjesto sinus

koristiti kosinus.

Primjer 9.24 Ispitajte tok funkcije f(z) = 2sin (2 <ac — f)) + 1.
RjeSenje
1. sin nema uvjeta na domenu odakle zakljucujemo Dy = R
2. Ky=R
3. nije parna ni neparna zbog
f(—) = 2sin (2 (=2 - g)) +1=—2sin (2(z+ g)) 14 f()

4. temeljni period joj slijedi iz T = %T = T = 27” =T
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9.1 Tok funkcije

8.

10.

1.
12.

13.

14.
15.

nultocke dobijemo iz uvjeta

f(x):0:>2sm<2($—z>)+1=0:>Sin<2<x—z)):—1

3 3 2
odakle slijedi

s 117

presjecite s y osi, f(0) = 2sin (—2F) + 1~ —0.732 = T(0,—0.732)
nema niti jednu asimptotu

prva derivacija

f'(z) = (28in <2(x - %)) + 1), = 4 cos (2 (x - g))

stacionarne rocke,

flx)=0 = 2(:5—%) :(2k+1)g

odakle slijedi
T T
=—+2k+1)—, keZ
z=3 + (2k+1) k€
lokalne minimume postiZe u tockama
T
Ttk —1)
<12 R

a lokalne maksimume u tockama

7
(12 + k’ﬂ',?))

intervali monotonosti su odredeni stacionarnim tockama

druga derivacija

i) = (teos (2 (2= 5))) = -85 (2 (=~ 5))

tocke infleksije,
@) =0 — —85in(2 (az—%)) —0 — 2(;]5_%) -

odakle dobijemo
m

3

T = +k‘g,k€Z

intervali zakrivijenosti su odredeni tockama infleksije

graf funkcije f(x) = 2sin (2 (m — %)) +1
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9.1 Tok funkcije

e ------=---=-=--

ﬂ
[V
e D

(VA VA

Iz grafa funkcije moZemo odrediti sliku funkcije Ry = [—1, 3].

|
SE]

Primjer 9.25 Ispitajte tok funkcije f(z) = 2 cos (3 <a; — %)) — 1.

RjeSenje
/. domena: Dy = R

2. funkcija f nije ni parna ni neparna.

f(—x) =2cos (3 <—:z:— %)) —1=2cos (—3 (:c—i—%)) -1
=2cos3 <x+%> —1# f(x)

2
3. periodicnost funkcije je T' = %’T = %
4. ne postoji niti jedna asimptota
5. nultocke funkcije
f(x) =2cos (3 (:L'— %)) —-1=0
us 1
1(:-3) -1
Y76 2
s 7r
3(e-3) =% +2
x 6 3 + 2T
™ w2k m 7w 2km bmw  2km
xr—— = — = — + —_ = —_—
6 9 3 9 6 3 18 3
s o
3( 77):47 2%k
T 6 3 + 2KT
m_bm %kr 5w %kr 13w 2kn
T 9 T3 TP 96T 3 T8 T3
5 2km 13w 2km
= —_— ke
xo 3 + 318 + S }

1 3
6. tocke presjeka sy osi su f(0) =2cos (3(0— %)) —1=—-1 = (0,—1)

7. prva derivacija

f%z)z-—2$n(3<x-g>)-(3):-—6$n(3<x—-%))
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9.1 Tok funkcije

8. Intervali monotonosti i lokalni ekstremi

F@)=0 = sin(3(z-T)) =0 — 3(v- %) =kn

T — % = ]%T — x = ]%T + %,k € 7 stacionarne tocke
=0 = (51 (D) = (51) = s
ot = (2 (5) = Gro3) i
et = (5 () = ()
=t = (35(5)) = ()=

9. druga derivacija

f"(z) = —6cos (3 (x - %)) -3

10. Intervali zakrivijenosti i tocke infleksije

I
|
—_
co
(@]
@}
n
/N
w
N

= 5))

() =0 = COS<3<:U—%>):O — 3<x—%):g+lm
x—%:%—i—kg - :n:g—i—%r, k € Z tocke infleksije
T 0 T
k=0 = 1=(5./(3)) = (371
k=-1 = I,=(0,f(0)) =(0,-1)
=t = 5= (5 (D)= (50

11. Graf funkcije:

Maks. Maks.

min.

Iz grafa funkcije moZemo odrediti sliku funkcije Ry = [—3, 1].
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9.1 Tok funkcije

Primjer 9.26 Ispitajte tok funkcije f(x) = 2arccos (ﬁ)

RjeSenje

1. domena funkcije je Dy = (—00, 0] U [2, 00)

<1

-1<

T
- — 41> = — >
r—1 :c—1+ 20 x—l_o

z-(r—1)>0 = z € (—00,0]U(1,x]

2—:Jc§0

<1l — -1<0 =
r—1"— r—1 - r—1

2—-z)-(z—-1)<0 = z € (—00,1)U2,00)

2. funkcija f nije ni parna ni neparna.

1 1
f(—x) arccos (—:c — 1) arccos ( s 1)

f(x) = 2arccos <$ i 1) =0

1
7 = cos (0)

3. nultocke funkcije

4. Tocka presjeka s y osi

f(0) = 2arccos (Oi1> = 2arccos(—1) =2-m = (0,2n)

5. asimptote funkcije

o vertikalna asimptota ne postoji.

o horizontalna asimptota je pravac y =

. . 1
y= xlgglo f(z) = xlggo 2 arccos (xl) = 2arccos (0) =2 -

T
A
2

o kosa asimptota ne postoji

6. prva derivacija

f'(e) =~

() - 1<21>2'0'<Z”1>5‘

2
2 1
(z =121~ ()
7. intervali monotonosti i lokalni ekstremi

f'(z) =0 = 2#0 = nema stacionarnih to¢aka

1 \2
(x—1)>>0 i 1- <“> >0 = f'(z) > 0. funkcija raste za ¥z € Dy
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9.1 Tok funkcije

8. druga derivacija

f(@)=-((z -1 (z®—22) 2 (2(x - 1) (2* —22) + (z — 1)* - (2z — 2))
)

2 —1) (2 — 22 + (v — 1)?)

1 2(z —1) (22° — 4z +1)
—2(x —1) (22* — 4o +1)  —2(z—1)(22* -4z +1)
V@ =108 (22 =223  (x—1)3/(2? — 22)3
o —2(22% — 4w 41)
C(z—1)2/(2% = 22)3
9. intervali zakrivijenosti i tocke infleksije

f'(x)=0 = 22 ~ 42 +1=0 = 21 =03¢ Dy, 20=1.7¢ Dy

Zakljucujemo kako ne postoje tocke infleksije.

—00 0 2 00
i -]
f N N
f || konveksna | nije definirana | konkavna
10. graf funkcije
27
y=m

Iz grafa funkcije moZemo odrediti sliku funkcije Ry = [0, 2n] \ {r}.

Primjer 9.27 Odredite inverz funkcije f(z) = In (2 cos () — 1).

RjeSenje Zapisimo danu funkciju kaoy = In (2 cos (z) — 1). Inverznu funkciju f = dobit éemo
rjiesavanjem jednadibe y = f(x) po varijabli x, to jest izraZavanjem varijable x kao funkcije
varijable y. Za pocetak, zamijenimo varijable x i y tako da iz jednadzbe x = In (2 cos (y) — 1)

izrazimo y pomoc¢u x. To ¢emo uciniti djelujuci na jednadzbu inverznim funkcijama poznatih
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9.1 Tok funkcije

elementarnih funkcija:
y =In(2cos (z) — 1)
x=1In(2cos(y)—1) /eT

e — eln (2cos (y)—1)

e’ =2cos(y) — 1
e’ +1=2cos(y)

e +1
2

T+1
arccos <6 ; ) = arccos(cos (y))

= cos (y) / arccos

Primjer 9.28 Odredite inverz funkcije f(z) = 4e?~* — 1.
Rjesenje
y=4e>"" -1

=47V — 1

T4+ 1 =4e*Y
33—1—1: 92—y
4
1
ln<$zlL >:1n62y
1
ln(xz ):2—y
z+1
1 —2=-
()2
1
—1n<xj: >+2:y:f1($)

Primjer 9.29 Odredite inverz funkcije f(z) = '8 V.

RjeSenje

In(z) =tg\/y
arctg (In (2)) = /y
arctg? (In (z)) =y = f~ ()



9.1 Tok funkcije

Primjer 9.30 Odredite inverz funkcije f(x) = arcctg (ln (x?’ — 1))

RjeSenje
y = arcctg (ln (x3 — 1))
T = arcctg (ln (y3 — 1))
ctg (z)r =1In (y* — 1)
ecte (@) — 3 _ 1
(B (@) 4 ] = g3

Vets® 1 1=y = ) (a)
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9.2 Zadaci za vjezbu

9.2 Zadaci za vjezbu

#1 Zadatak 9.1 Odredite nultocke funkcije f(z)

(5 — 2)(7x + 8)
Tr—1

b) f(x) = —92% + 62° + 21z + 6

a) f(r) =

d) f(z)=e*—3e " +4

e) f(z) =9¢" +8*—3

¢) f(z) =1In(5z% - 3) f) flx) =e" -1
RjeSenje
4) gy = 2. gy = 2 d) z=1In(-2+7)
7 5
o
b) 21 = —1, 79 3 vy = 2 e) ne postoji
=0
c) x ——2\/5 = 72\/5 e
T T s
1
#1  Zadatak 9.2 Ako je f(z) = 1‘786;__ (5) koliko je f(z — 11)?
Tx — 67
RjeSenj —-11) = ———
jeSenje f(z ) Se — 903
2
#: Zadatak 9.3 Ako su f(z) = V3z, g(z) = 3:6”;  koliko iznosi g(f())?
Rjesenje g(f(x)) = _ b
IS  3V3z+4
#1  Zadatak 9.4 Odredite domenu funkcije f(x) :
x
Q) J(x)= 535 Vet —1
) (@) 2?2 — 11z — 42 h) f(ff/)—m
5 + 2 )
b) flr) = s i) f(2) = Ve T der 13
¢) f(x) =v—2%+ 9z + 70 D f(x) = /log(z? + 9z +9)
2z 4+1 20 — 1
e k =1
d) f(ac)—\g/m ) f(z) N2
e) f(z) =/ —8z + 17 — /162 — 10 D f(z) = arccos 3z +2
— z+1
f) f(z) = \/2;:?11 m) f(z) = arccos 5.

o f(r) = VT —deT

n) f(z) = arcsin (In (2z 4 1))
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9.2 Zadaci za vjezbu

RjeSenje
a) Dy =R\ {-3,14}
b) Dy = (—o00, —3.5) U (14.5, 00)
c) Dy ={zx €R:z € [-514]}

d) Dy =R\ {2,7}

5 17
e) Df = [8’8]
1
f) Dy = <—007—2] U (1, 00)

8) Dy = (00, —In(2))

i) Dy =R
]) Df <_OO7 _8] U [_1’ OO>
3 1
2 1
o34

#: Zadatak 9.5 Odredite inverznu funkciju funkcije f(z)

o -2
o i
0 f@)= {5
d) f(z)=In 2;“_*5

e) f(x)= arccos (

z+3
20 — 1

f) f(z) =1In (arcsin 2“2 111>
Rjesenje

W I ) = e

bt =12

o 1) = s

@ ) = -5

o fe) = 205;(2;:31

P e = )]

1 — 2sin(e?)

224

D f(r) = emen s

h) f(ﬂi‘) _ earccosm
D f(0) = gt
2
D f(@) = %

2ete (@) _
B f@) = hm s

) f(ZE) — e3r+2 _y

g) [ (z) =n*()

h) f~Y(z) =2 — cos?(In(x))
i) f~(x) = arcsin (;i i_ 1)
oo 3
DI = -5
K fi(z) =n (;’x_t,)i)

) fY(z) = %ln(m +4) — %



9.2 Zadaci za vjezbu

#: Zadatak 9.6 Odredite temeljni period funkcije f(x)

a) f(x) =9cos (g:p -2)
b) f(x) = Ttg (6x +5)

O flx) =dctg Sz +1)

d) f(l‘) — g2sin (Tz+4)
e) f(a:) — e°t8 (2z+1)

f) f(z) =1n(9cos (3z + 10))

RjeSenje
4 3 T
a) ? C) g €) )
us 7 27
b) = < 27
)5 d) - f 3
#: Zadatak 9.7 Ispitajte parnost i neparnost funkcije f(z)
a) f(z) = —32*+22%-3 b) f(z) = —32% + 4z ¢) f(z) =923
RjeSenje
a) parna b) neparna c) neparna
# Zadatak 9.8 Odredite kvocijent i ostatak za racionalnu funkciju
3+ 322 — 22+ 1
B fla) = =
zt —2x+3
b =
) fa) =
20+ 2% — 223 + 32— 1
C)f(‘r)_ SU2+$—1
Rjesenje
343272 — 2241 7
a)a:—i—a: Tt =22 +5r—2+
Tz —2 x—2
12243
b) w:aﬁ—i—mﬂ—i—x—l—i—
z—1 z—1
° 4 2zt — 243 -1 4
c):z:—i—a: x° + 3x :x3+$2_2$+1+7x
| |



9.2 Zadaci za vjezbu

#: Zadatak 9.9 Ispitajte tok funkcije f(x)

a) f(z) =—2%—62%+9z —3 by f(z) = ($$_2)2
b) f(z) = (a® = 1) €’ o3
i _
) f(m)z@’%—% D f@)
4
D fx) = z
d) f(a:)z:v—l—% T 3
z+1
& fla) =07 W@ =y
X . T
0 fla) = — b F@ =y
2 +1
® flz)=——
RjeSenje

a) Domena Dy = R;
nultocke N1(—17.29,0), N2(0.57,0), N3(0.72,0), presjek y osi: (0, —3);
funkcija nije parna niti neparna, nije periodicna; nema asimptota;
fl(x) = =322 =120 +9 = M (0.65,0.04) , m (—4.65, —74.04) ,
S (—=4.65,0.65), N\ (—o0, —4.65) U (0.65, 00);
f"(x) = —6x — 12, tocka infleksije T(—2, —37),
konveksna (—oo, —2), konkavna (—2,00);

slika funkcije Ry = R
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9.2 Zadaci za vjezbu

b) Domena Dy = R;
nultocke N1(—1,0), Na(1,0), presjek s y osi:(0, —1);
funkcija nije parna niti neparna, nije periodicna;
lijeva horizontalna asimptota y = 0;
f(z) = (22 + 22 — 1)e®, = M(—2.41,0.43), m(0.41, —1.25),
(=00, —2.41) U (0.41,00), N\, (—2.41,0.41);
f"(x) = (22 + 42 + 1)e®, tocke infleksije Ty (—3.73,0.31), To(—0.27, —0.71),
konveksna (—oo, —3.73) U (—0.27, 00), konkavna (—3.73, —0.27);
slika Ry = [—1.25, 00)

c) Domena Dy = R\ {0}; nema nultocki, nema presjeka s y osi;

=Y

funkcija je neparna, nije periodicna;

asimptote: vertikalna (V.A.) x = 0, nema horizontalne (H.A.), kosa (K.A.) y = x;
fla)=1- 5, = M(~V2,-2V2), m(v2,2V2)

(=00, =) U (v2,00), N (—v2,v/3) \ {0};

f(x) = f%, nema tocaka infleksije,

konveksna (0, 0o}, konkavna (—00, 0); slika Ry = (—o0, —2v/2] U [21/2, o0)

f(@),
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9.2 Zadaci za vjezbu

d) Domena Dy = R\ {0},

nultocka N (—1,0), nema presjeka s y osi;

niti parna niti neparna, nije periodicna;
asimptote: VA. ¢ = 0, nema HA., KA. y = x;
f’(x)zl—%, = m(%,i{’/ﬁ),
/{=00,0) U (V/2,00), \, (0, V/2);

' (x) = 1> nema tocaka infleksije,

konveksna (U) na cijeloj domeni; slika Ry = R

f(@),

Dy =R\ {0);

N(—3,0), nema presjeka s y osi;

niti parna niti neparna, nije periodicna;
asimptote: VA. x =0, HA. y =1, nema K.A.;
f(z) = —%, nema ekstrema, R\ {0},

f(x) = 3> nema tocaka infleksije,

konveksna (0, 0o), konkavna (—o0,0); slika Ry = R\ {1}
f(z)
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9.2 Zadaci za vjezbu

/) Dy =RA\{=3}
N(0,0), presjek s y osi T(0,0);
niti parna niti neparna, nije periodicna;
asimptote: VA. v = =3, HA. y = 1, nema K.A.;

fl(x) = (:c+33)2’ nema ekstrema, /* R\ {—3};

' (x) = %, nema tocaka infleksije,
konveksna (—oo, —3), konkavna (-3, 00); slika Ry = R\ {1}

8) Dy =R\ {1},
nema nultocaka, presjek s y osi T(0,—1);
niti parna niti neparna, nije periodicna;
asimptote: VA. x =1, nema HA., KA.y =x + 1;

|
f(z) = % — M(—0.41,-0.82), m(2.41,4.82),
x —_—

 (—00, —0.41) U (2.41, 00), \, (—0.41,2.41) \ {1};

f(z) = (71)3, nema tocaka infleksije,
l‘ —_
konveksna (1, 00), konkavna (—o0, 1); slika Ry = (—o0, —0.82] U [4.82, c0)

f(z)
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9.2 Zadaci za vjezbu

h) Dy =R\ {0,2};

nema presjeka s osima;

niti parna niti neparna, nije periodicna;

asimptote: VA. x =0, x =2, HA. y = 0, nema K.A.;

-5z + 6
") = 4——% 1.2,0.
0 (1.2,2), N\ (—00,0) U(0,1.2) U (2, 00);
3022 — 722 + 48
" _

f (l’)— $5($—2)4
konveksna (0, 00) \ {2}, konkavna (—o0,0); slika Ry = R\ {0}

VL

, nema tocaka infleksije,

f(z)

i) Dy =R\ {0};
nema presjeka s osima;
niti parna niti neparna, nije periodicna;

asimptote: VA. x = 0, desna HA. y = 0, nema K.A.;

3z +1 1
f(z) = TR M —5,—36 :
1 1
/‘ _Ooa_g ) \l —g,OO \{0}’
922 + 6z + 2
f(x) = %, nema tocaka infleksije,
roet

konveksna (0, 00), konkavna (—o0,0); slika Ry = (—o0, —3e] U (0, 0o)

fi&

A~
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9.2 Zadaci za vjezbu

o= fn(2))

k)

nema nultocke, presjek s y osi T'(0,—4);
niti parna niti neparna, nije periodicna;

2
asimptote: VA. x = In <3) ,desna HA. y =0, lijevay = 2, nema K.A.;

12e*
fl(z) = ﬁeemw nema ekstrema,
2
7 o=m{in(5)
922 4 6z + 2
f(x) = %, nema tocaka infleksije,

2 2
konveksna (—oo, In <3>), konkavna (In (3) ,00); slika Ry = (—00,0) U (2, 00)

Dy = (00, —1] U [0, 0],
N(-1,0), nema presjeka s y osi;
niti parna niti neparna, nije periodicna;

asimptote: VA. x =0, HA. y = 1, nema K.A.;

x
"(x) = ———=—~——, nema ekstrema,
/@) 202\/x + 1
Ny D = (=00, —1] U (0, c0);
4z 4+ 3
"(x) = , nema tocaka infleksije,
@) da(2? 4+ )V + x fleksy

konveksna (0, 0o), konkavna (—oo, —1); slika Ry = [0,00) \ {1}
fl@) 4

23]



9.2 Zadaci za vjezbu

l) Df = <_OO7 _1> U [O’ OO>;
N(0,0), presjek s y osi T(0,0);
niti parna niti neparna, nije periodicna;

asimptote: VA. x = —1, HA. y = 1, nema K.A.;

vVo+1
f'(x) = —=———, nema ekstrema,
2y/z(x 1 1)?
N D= <—oxo,m—1> U (0, 00);

4dr+1

() = -
dz(z 4+ 1)Vat + 323 + 322 + =
konveksna (—oo, —1), konkavna (0, 00); slika Ry = [0, 00) \ {1}

, nema tocaka infleksije,

f(@) 4

!
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
,,,,,,,,,,,,,, R e
|
|
|
|
|
|
|
|
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Dodatak

Primjeri kolokvija i ispita

J Primjeri kolokvija J Primjeri ispita

A.1 Primjeri kolokvija

Prvi kolokvij — godina 2023/24 — A grupa

1. IzraCunajte
(x+2)-(x—1)
2 +1

B

3 3V3
2. Odredite polarne koordinate za tocku T’ (2, — {) zadanu pravokutnim koordinatama.

Skicirajte to¢ku u koordinatnom sustavu te oznacite njene polarne i pravokutne koordinate.
3. Rijesite Gauss-Jordanovom metodom sustav
z — 4z =1
- 2y + 22 =0
- + 4y + z = 2
4. Odredite povrSinu paralelograma odredenog vektorima
i+ 2b, 3b+4, akoje |d| = ‘6‘ —1, 7 (5,5) - g

5. Odredite jednadZbu ravnine koja sadrZi pravac
x—1 y+3 =z

2 1 -1
i okomita je na ravninu odredenu to¢kama

A(1727 1)> B(l,o,l), 0(2737_1)

RjeSenja zadataka — A grupa

l. z € (—o0,—1) U(1,3)

V3

2

4, (d’+25) X (354—6) :d’xg, P:‘d’xg

5.1 ... dx+22—-6=0, II... 2—-4y—22+11=0



A.1 Primjeri kolokvija

Prvi kolokvij — godina 2023/24 — B grupa

. Izradunajte
z—1 S -2
x x-(x+2)
, : y V2 . :
Odredite polarne koordinate za tocku T’ 5T zadanu pravokutnim koordinatama.

Skicirajte tocku u koordinatnom sustavu te oznacite njene polarne i pravokutne koordinate.

. Rijesite Gauss-Jordanovom metodom sustav

r — y — 4z =1

)

r — 2y + 2z =
- 4+ 4y + z =

. Zadani su vektori

—

G=i+j+k b=i+j, c=i—j

Odredite vektor d ako je

d-@a=3, dxb=¢

. Odredite udaljenost to¢ke 7" (1,2, 1) od pravca koji se dobije kao presjek ravnina

r+2y—324+1=0, 220—y—2+2=0

RjeSenja zadataka — B grupa

. x € (—o0,—2) U (—1,00)

T l,h)
4
r=2,y=1,2=0
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A.1 Primjeri kolokvija

Prvi kolokvij — godina 2023/24 — C grupa

. Izradunajte

1
2+ — — 2> |z
x

Odredite polarne koordinate za tocku 7" (1, —1) zadanu pravokutnim koordinatama.

Skicirajte to¢ku u koordinatnom sustavu te oznacite njene polarne i pravokutne koordinate.

. Rijesite Gauss-Jordanovom metodom sustav

2 — y

r — 2y

- 3z
+ 2z

-z + y + =z

. Odredite povr§inu trokuta odredenog vektorima

ako je
|

2@ — b,

a

3b+a

= -1
= 0

A=fi-1 2(a) -

. Odredite udaljenost to¢ke 7" (1,2, 1) od ravnine koja sadrzi to¢ku A (—1,0, 1) i pravac

r=1

=2\, y=1+4 3\,

z=—-1-A

4.

RjesSenja zadataka — C grupa

. x € (0,00)

(%)
3

Lx=2,y=2,z=1

I Bz 4+ 6y +82—-3=0,

(26—5) X (3g+6> :7(‘1‘><5, P =
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A.1 Primjeri kolokvija

Prvi kolokvij — godina 2023/24 — D grupa

1. Izralunajte
1 x—3

>
T+ 2 2

. . o om . .
2. Odredite pravokutne koordinate za to¢ku 7T° <4, 6> zadanu polarnim koordinatama.
Skicirajte tocku u koordinatnom sustavu te oznacite njene polarne i pravokutne koordinate.

3. Rijesite Gauss-Jordanovom metodom sustav

r + 2y — 4z =1
2 — 3y =0
-r + 4y + 2z = 2

4. Zadani su vektori
i=4i+j, b=-2—7]
(a). Skicirajte vektore @ i b u ravnini.
Na istoj slici prikaZite pravilo paralelograma za zbroj vektora a i b.

(b). Odredite kut izmedu vektora @ i b.

5. Odredite kut Sto ga zatvara pravac odreden to¢kama
Ty (1,2,1), 1T5(0,3,—1)
i ravnina odredena tockama

A(1,2,3), B(2,0,3), C(—1,1,-2)

RjeSenja zadataka — D grupa

S M. 22+y—2—-1=0
sin (Z(8,7)) = 0.167, Z(3,7) = 9.59°
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A.1 Primjeri kolokvija

Prvi kolokvij — godina 2023/24 — E grupa

1. Izradunajte
|—z + 3|
— <
z+1

1

. . o om . .
2. Odredite pravokutne koordinate za tocku T° (4, 3) zadanu polarnim koordinatama.
Skicirajte to¢ku u koordinatnom sustavu te oznacite njene polarne i pravokutne koordinate.

3. Rijesite Gauss-Jordanovom metodom sustav

-z — 2y + 3z = 0
3z — y + 2z = 1
z + 2z = =2

4. Zadani su vektori

G=—i+3j, b=2i—4j

(a). Skicirajte vektore @ i b u ravnini.
Na istoj slici prikaZite pravilo paralelograma za zbroj vektora a i b.
(b). Odredite ortogonalnu projekciju vektora @ na vektor b.
5. Odredite udaljenost tocke 7" (1,0, —1) od ravnine koja sadrZi tocku A (3,1,0) i pravac
odreden to¢kama P (1,2,4), Q(2,1,5).

RjeSenja zadataka — E grupa
l. z € (—o0,—1)U(1,3)

2. T(2,-2v3)

5. H..5z+6y+2—-21=0
d:£:2.16

V62
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A.1 Primjeri kolokvija

Drugi kolokvij — godina 2023/24 — A grupa

. Izradunajte vrijednost izraza

(140D +isin )’
cos — +isin -
3 3
Odredite jednadZbe tangenti za krivulju
vP=4—1z

u sjeciStima ordinatne osi. Na istoj slici skicirajte krivulju i tangente.

3. IzraCunajte i sredite do kraja drugu derivaciju funkcije
e:r
4. lIzraCunajte limes
lim :):ﬁ
z—1
5. Ispitajte tokk funkcije
f(z)=2%e®
RjesSenja zadataka — A grupa
6
I. (14 cos% +isin %)6 = (% + z§> = (\/g(cos% + 7lsin%))6 = Moivre = —27
2. 51(0,2) = z+4y=38, 590,-2) = xz—4y =28

2 2

, (1—x) " 21 — 2

f'(@) Ty f'(@) (11222
1 1 1
lim 277 = logaritam = lim —— = LH = — lim — = —1 —> lim 275 = -
z—1 z—=11—2x z—1 X rz—1 e

- m(0,0), M(2,4e72), I =242
Y,
T
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A.1 Primjeri kolokvija

Drugi kolokvij — godina 2023/24 — B grupa

. IzraCunajte sve vrijednosti korijena

\%

i prikaZzite ih u kompleksnoj ravnini.

. Odredite jednadZbu tangente na krivulju y = In z u sjecistu osi apscise.

Na istoj slici skicirajte tangentu i krivulju.

. IzraCunajte i sredite do kraja drugu derivaciju funkcije

f@)=In(e ™ +ze™)
IzraCunajte limes

limx Inz
z—0

f(w)=2<i,—xlg>

. Ispitajte tok funkcije

Rjesenja zadataka — B grupa

tangentay = = — 1

14+ x 1
) . Inx : 1 .
hmxlnx:hmT:LH:hm ‘”1 =—limz=0
x—0 x—0 > x—0 -z x—0

. N(1,0), M(2,05), I =3

&‘
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A.1 Primjeri kolokvija

Drugi kolokvij — godina 2023/24 — C grupa

. IzraCunajte vrijednost izraza

(1-14)°

. U kojim tockama i pod kojim kutem se sijeku krivulje

2y =122 2y=8-—2a?
. IzraCunajte i sredite do kraja drugu derivaciju funkcije
f(x) =e *(sinx + cosx)

. IzraCunajte limes

1—-tgzx
im ———
a—T cos(2x)
. Ispitajte tok funkcije
l1+Inz
Ja) = —

RjeSenja zadataka — C grupa

6
C(1—14)8 = <\/§(cos %T + isin 7:)) = Moivre = 8i

CS(£2,2) = tgp =3 = ¢=~0.927 = p~53.13°

. fl(x) = —2sinze™ = f"(x) = 2e *(sinx — cosx)
1—t =5 1
. lim ggE:LHzlimC"_S’#:lim2—,:1
a—T cos(2x) e—T —2sin(2x)  z—T 2cos? xsin(2x)
N(e71,0), m(1,1), I = /e
Y,
T
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A.1 Primjeri kolokvija

Popravni kolokvij — godina 2023/24

. Rijesite Gauss-Jordanovom metodom sustav

r — vy + 2z =1
2r + y — =z =1
-z + 2y — 2z =0
. Rijesite nejednadzbu
z—1
z+2 > 1
. Zadani su vektori @ = i — 3j — kib= —i+j+ 5k. Izracunajte vektorski produkt vektora

aib.

. Odredite prvu derivaciju funkcije f(z) = (—3x + 2) - e?®.

. Isptajte tok funkcije
x
RjeSenja zadataka
1
xr = = 2z = —
Y 2
T < =2

HV
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A.2 Primjeri ispita

A.2 Primjeri ispita

Zimski rok — godina 2023/24

. Rijesite nejednadzbu

:c—1> 4
x z(x —2)

. Rijesite Gauss-Jordanovom metodom sustav

2 + Sy + 3z =
z 4+ 2y + 2z =
r + y + 4z =

tocke A (1,2,3)i B(—2,5,4).

Odredite prvu derivaciju funkcije

f(z) = In? (sin (22?)) .

. Isptajte tokk funkcije

2
4
11

. Odredite jednadZbu ravnine koja je okomita na ravninu x — 2y + 32 — 1 = 0 te sadrZi

9

. fl(x)=2In (sin (2:32)) .

Rjesenja zadataka

1z € (—00,—1) U (0,2) U (4, 50)

r=12,y=-5,2=1

.11z +10y +32—-40=0

1
sin (2z2)

o Dy =R/{2}
e ni parna ni neparna
o nultocka N (0,0), N(1,0)

o asimptote: x =2,y =x +1

)

- CO8 (2:1:2) -4xr =8z -In (Sin (21’2)) - ctg (2:1:2)

g @t —dr 42
o fl(x) = W’
M(0.6,0.2), m(3.4,5.8)
o J'0) = g

nema tocke infleksije

242




A.2 Primjeri ispita

Zimski rok — godina 2023/24

. IzraCunajte svojstvene vrijednosti i pridruZene svojstvene vektore za matricu

1 -2
A=
-2 1
Odredite jednadZbu tangente koja prolazi nultockom funkcije
In(x)
. . r—1 y— 2 z—1. . .
. Odredite kut $to ga zatvara pravac = = i ravnina odredena to¢kama

—1 1 —2
A(1,2,3), B(2,0,3), C(~1,1,-2).

IzraCunajte limes
sin (7 cos?(x))

i
zlir(l) x2
. Isptajte tok funkcije
2
x
@) ==

RjeSenja zadataka

Co(L)={-1,3} s =i+ j.ap=—i+]

flao)= g y=a—1

1
L 2x4+y—2—1=0, sinlza, = / =09.59°=0.17rad

. L=

o D;=R
o parna

o nultocka N (0,0)

o asimptote: y =1

() = e, m(0,0)

o f"(x) = G otk infleksije T (—0.6,0.3), 1 (0.6,0.3)

©
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A.2 Primjeri ispita

. RijeSite nejednadzbu

. Ispitajte tok funkcije f(x) =

Izvanredni rok — godina 2023/24

(x+1)%(x —2)

-2tz "

Odredite sva sjecista kruznice [z — 2 4+ i| = v/3 s z osi.

. Odredite matri¢ni zapis linearnog operatora L: V? — V2 koji ima svojstvene vrijednosti

)\1 = _2) >\2 :77

i pridruZene svojstvene vektore

s e
Ti=14 —j, Va=4i +5j

. IzraCunajte limes lim (\/xQ +2r—1—+Va2— 1)
T—00

4+ 1
T

Rjesenja zadataka

—00 -2 -1 1 2 00
+ — — — +

— 1€ (=2,2), z # +1

=240l = VB = @ -2+ @+ il = V3 = V-2 () = V3

sjeciSta z osi odredena su uvrstenjem y = 0 u jednadZbu
(-22+0+1)2=3=22-d2+2=0=112=2++2

a b
. Matricu L = odredujemo iz sustava jednadzbi

M71:A171:>a7b272, c—d=2
MV y=XTs=>4a+5b=28, 4c+ 5d = 35

odakle slijede koeficijenti za matricu L =
3 5

lim (\/x2+2x—1—\/x2—1>:1

o D=R\ (-1,0] Yy
o fi(z)=—

o f['(x) =

2y/x3(x + 1)
4x+3

4\/x5(x +1)3
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A.2 Primjeri ispita

. IzraCunajte limes lim
z—4

. Ispitajte tok funkcije f(x) =
T —

Ljetni rok — godina 2023/24

. Jedno rjesenje jednadzbe 23 + z + 10 = 0 iznosi z; = 1 + 2i. IzraCunajte ostala rjesenja

jednadzbe?

Izracunajte jednadzbu ravnine koja sadrZi pravce
x—6 y—-3 =z—-7 -6 y—2 z-4

1 1 2 2 1 1

. Odredite jednadzbu normale na krivulju 23 — 22y + y? — 13 = 0 u to¢ki 7(—2, 3).

Va3 + 2\/x — 12
z—4

.%'2

e

. Ry =

RjeSenja zadataka

= 1 — 2i. Treée rjeSenje z3 = —2 dobijemo nakon dijeljenja s polinomom

1
(z—21)(z—20) =22 — 42+ 13

. Normala za ravninu je vektorski umnozak smjera pravaca i = —i + 37 — Z'a ravnina sadrZi

sjeciste pravaca T'(4, 1, 3) stoga je jednadzba ravnine —x + 3y — 2z +4 =0

. Implicitnim deriviranjem dobijemo jednadZbu normale 5z — 3y + 19 =0

o VB 2/E-12 T
o r—4 — 9

1
= ]_ —_—
o fla)=z+14 —,

kosa asimprotay = = + 1
o D=R\ {1}

, 2 -2z
R
Maks(0,0), min(2,4)

2

° f”($) = W //,//

&V
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Dodatak

Pregled formula



Realni brojevi

Apsolutna vrijednost realnog broja a

a, zaa =0
la| =
—a, zaa <0

Zasvea,b,c € R

vrijede sljedece jednakosti

(a £b)* = a® £ 2ab + b?

a’> — b = (a—b)(a+Db)

(a £0)® = a® + 3a*b + 3ab® + b°
a®+ b = (a £ b)(a® F ab+ b?)
(a+b+4c)® =a® +b> 4 ¢ + 2ab + 2ac + 2bc

Binomni pouc¢ak

n __ - _ (" n Y p-1 Y pn—2;2 nY\n
(a+b) —k_OAk—<O>a —|—<1>a b+<2>a b—l—...—|—<n>b, neN

Op¢i ¢lan: prvi (k = 0), drugi (k =

1),...

A = <Z>a"_kbk, k=0,1,...n

Binomni koeficijent

ny n! _nn—-1)-...-(n—k+1)
E]  kl-(n—k)! 1-2-...-k

Svojstva binomnih koeficijenata

) () ()
()= () ()-6r)-(0)

Kompleksni brojevi

Algebarski oblik

z=a+ b

Kompleksno konjugirani broj

Z=a—bi

Modul

2| = Va2 + b2

Trigonometrijski oblik

z = |z|(cosp + isinp)

Argument tg () = g

Potencije od i itk =1, R = A2 = RS =
Algebarske operacije ztw=(atc)+ (bL£d)

za kompleksne brojeve z-w = (ac — bd) + (ad + be)i, i wa;

z=a+bi = |z|(cosp + isiny)

w = ¢+ di = |w|(cos + isinp)

z-w = |z|[w[(cos(p + ¢) + isin(p + )

2 _ B (cos(ip — ) +isin )

z”:| " (osngo+zsmmp) neN
\/>< 2k -l-isini(p—i_nzml-)
k= n—1
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Vektori

Skalarni umnozak

Kut izmedu vektora

Ako su d = a,7+ a7 i b= b7+ byJ

AKO SU @ = a,7'+ ayJ+ azk i b= b7+ b,T+ b.k

Ortogonalna projekcija vektora b na vektor @

jal*

.. S e a-b

Duljina ortogonalne projekcije 7 (b) = ﬁ

a

Ortogonalna projekcija vektora @ R 7
. . Pr (@) =d— —51i

na ravninu 7 s vektorom smjera 7 7]
T 7k

Vektorski umnozak

Duljina vektorskog umnoSka

Povrsina paralelograma

MjeSoviti umnozak

Cx Cy Cs
_ V:Ka&@
Volumen paralelopipeda o
V:Bm,Bzhxq
7 =
V:f(aaa
Volumen trostrane prizme 2 1 B
V=B-v, B=_lix}
1 -
V:7<@@8
Volumen tetraedra 6
1 1 -
V:§B'U, B:§&’Xb
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Pravac u ravnini

JednadZba pravca kroz dvije tocke P(z1,y1) 1 Q(x2,y2) | ¥y —y1 = Y270 x1)
Ty — X
Eksplicitni oblik jednadZbe pravca y=axr+b

JednadZba pravca kroz tocku T'(zg, yo)

s koeficijentom smjera a € R

Implicitni oblik jednadZbe pravca

Az +By+C=0

Vektor normale za pravac Ax + By +C =0

i = AT+ B7

Udaljenost tocke T'(xq, yo) od pravca Ax + By + C =0

d— |Azg + Byo + C]
VA% + B?

Ravnina u prostoru

JednadzZba ravnine kroz tri tocke

r—r1 Yy—y <2—2
ry—mx1 Yo—y1 2 —z|=0
T3 —T1 Y3 — Y1 23— 21

Implicitni oblik

Axr+By+Cz+D =0

Vektor normale

it = AT+ Bj+ Ck

JednadZba ravnine kroz to¢ku T'(z, 4o, 20)

sa zadanim vektorom normale

A(z — o) + B(y —yo) + C(2 — 20) =0

Udaljenost tocke T'(xo, Yo, 20) od ravnine

_ |Al‘o + By + Czy + DI

d
VA2 + B2 4 C?

Pravac u prostoru

JednadZbe pravca kroz dvije tocke T (x1,y1, 21) i Ta(z2, Y2, 22)

kanonski oblik

r—r1 Y-y 22—z

T2 — X

Y2 — Y1 22—z

parametarski oblik

T :xl—i—)\(z’g —xl)
y=1v1+Ay2— 1)

z=2z14+ ANz2 — 21)

—

Jednadzbe pravca kroz tocku Ty(xo, Yo, 20), s vektorom smjera 5= 5,7+ s, 7+ 5.k

kanonski oblik

L—To Y—Yo
Sx

zZ — 20

Sy S»

parametarski oblik

T =T+ ASy
Y = Yo + Asy

Z = 20+ \S,

Udaljenost tocke T' od pravca odredenog

LT x 3

d
to¢kom T} i vektorom smjera 5 |5]
Udaljenost izmedu dva pravca odredena tockama |(s1 x 83) - T Ty

d= -
Ty, T5 i vektorima smjera s1, 55 |51 % $3
Kut ¢ izmedu pravca s vektorom smjera § i §-1

sin p =

51

i ravnine s vektorom normale 77

=
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Nizovi i redovi

lim ¢Yn=1

n—oo
lim Ya=1
Neki vazni limesi nizova 300 \{f yzaa>0
. a
lim — =0,zaa eR
n—oo n!
1 n
lim <1 + ) =e
n—o0 n
Nuzan uvjet konvergencije reda | lim a, =0
n—o0
[ee]
Geometrijski red S a1q" = a1 +a1q+aig® + ...
n=1
Kvocijent q= Onil
an
o . s ai
Geometrijski red konvergira “1<g<l = > aiq" = 1
n=0 —q
Geometrijski red divergira < —-lig>1
o 1. > 1 T 1
Harmonijski red S—=14-+-+4+---
n=1M 2 3
o0 o0
Apsolutna konvergencija Ako > |a,| konvergira, ondai > a, konvergira.
n=0 n=0

Kfriteriji konvergencije

REDOVI s POZITIVNIM CLANOVIMA

Ako postoji ng € N takav da za n > ng vrijedi a,, < b, onda:

o o0
- ako Y by, konvergira, ondai ) a, konvergira. 1. poredbeni kriterij
TLOZOO 07320
-ako Y a, divergira,ondai »_ b, divergira.
n=0 - n=0
Ako vrijedi lim — = ¢, gdje je 0 < ¢ < oo, onda redovi 2. poredbeni kriterij
n—oo by,

o0 o0
> apn, >, by istovremeno konvergiraju ili divergiraju.
n=0 n=0

c 1 an+1
Ako je lim nt
n—oo  Qp

= L onda vrijedi:

o0
-akoje L < 1,onda ) a, konvergira.

n=0

o
-akoje L > 1,onda ) a, divergira.

n=0

D’Alambertov kriterij

Ako je nh_{rgo Yay, = LOO onda vrijedi:
-akoje L < 1,onda ) a, konvergira.
n=0

o0
-akoje L > 1,onda ) a, divergira.

n=0

Cauchyjev kriterij

REDOVI S ALTERNIRANIM CLANOVIMA

Ako niz (ay,) pozitivnih brojeva strogo pada i vrijedi

lim a, =0
n—o0

o
ondared Y (—1)" !la, konvergirak s i pritomje 0 < s < a1.

n=0

Leibnizov kriterij
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Funkcije

Eksponencijalna funkcija s bazom a

f(z)=a" a>0,a#1

a® ™Y = o%a¥

Svojstva a7 Y = @
ay
(a*)? = a™
Logaritamska funkcija s bazom a flz) = loga(x)
log, (zy) = log, (« ) +log, (y)
log, (‘;) log, (x) —log, (y)
Svojstva log, (z") = nlog, (z)
log, () =n < z=ad"
al98a (7)
log,, (ax) =z
PRIRODNA DOMENA
Oblik funkcije Uvjet za prirodnu domenu
/()
g(z) #0
9(x) )
f(x) flx) 20
In (f(x)), log, (f(x)) flx) >0
arcsin (f(x)), arccos (f(z)) -1<f(z)<1

NEKI VAZNI LIME

ST FUNKCIJA

0 1 T
lim S =1, lim <1—|—> =e
z—0 T T—00 T
ASIMPTOTE
lim f(z) = oo, ili
hm f(z) = Fo0, ili x = c je vertikalna asimptota
r—c+
lim f(x)=+o0
Tr—>rC—
lim f(x) = y = [ je horizontalna asimptota
T—300
lim Q =k,i i .
z—=too T y = kx + [ je kosa asimptota
lim (f(x) —kz)=1
T—300
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Vrijednosti trigonometrijskih funkcija

2.
=)
8

cosr | tgxr | ctgzx x sinx | coszx

@‘g‘ym‘%’w‘g’wmwm BalYo )y o8

[\D\)—‘l\)‘&l\?)‘% —_ w‘%w‘%w\»—l o

| [SlS
EM‘H OL\D\HL\DML\DOJ»—

N (\)
|5l

w

[\
[a—
el o L

5
_\/3 _ o _\2[
™| _V2
V3 i
3 117 1
ol B cl -l

Trigonometrijski identiteti

Osnovni identiteti

sina+cos2a =1
sin o
tga =

cos o
tga-ctga=1

ctg (—x) =

sin (—x) = —sin ()
cos (—x) = cos ()
tg (—z) = —tg (2)
— ctg (x)

Parnost i neparnost funkcija

Funkcije dvostrukog argumenta

2\ 1+ cs(a)
cos (2z) = cos? (;t)g—( s)in2 (x) cos? (5) - j
tg (2z) = ?ggx(m) tg? (g) - Sﬂcl(zi)x)

sin (22) = 2sin (z) cos (x)

Funkcije polovine argumenta

sin? (f) _ 1 — cos (z)

tg(rty) =

ctg (£ y) =

Funkcije zbroja i razlike
sin (x & y) = sin (x) cos (x) £ cos (z) sin (y)
cos (x £ y) = cos (x) cos (x) F sin (z) sin (y) a? = b? + c® — 2bccos ()
— 2accos (B)

L ¥ tg(v)tg(y)
ctg (z)ctg (y) F 1

tg (z) £ tg (y) B2 — a2 1 2

ctg (z) & ctg (y)

Poucak o sinusu i kosinusu
a:b:c=sin(a):sin(f) :sin(y)

2 =a%+b* — 2abcos ()

Pretvoranje zbroja u umnozak

sin (z) + sin (y) = 2sin (252) sin (452

)
sin (z) — sin (y) = 2 cos (ZEY) sin (£5Y) cos (z) sin (y) =
cos () + cos (y) = 2 cos (L) cos (552) ) =

cos (z) — cos (y)

—25111( Qy) sin (%4

sin () cos (y) =

(
cos () cos (y
?

)
sin (z) sin (y) = 3

A

[\v]
N

~—

)
)

Pretvaranje umnoska u zbroj

1
= [sin(x +y) +sin(z —
= [sin (z +y) — sin (z —
[cos (z +y) + cos (z —

[cos (z + y) — cos (z —
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Polarni koordinatni sustav

x=1-cos(p)

y=r-sin(p)

r=+vxz2+y%2, r>0,reR
Y

tg(cp):;, € [0,2m)

Pravila deriviranja

(f() £9(@)) = f'(x) £ 4'(z)

Derivacija zbroja

(Mf(z)) =Af'(z), AeR

(f(x)g(x)) = f'(x)g9(x) + f(z)d (z) Derivacija umnogka
(@) / = f)gw) = fw)g(z) erivacija kvocijenta
<g<x>> - 2() Perivacija kvoctjent

(9(f(@) =g (f(@)f (=)

Derivacija sloZene funkcije

(u(:ﬂ)v(z))/ = u(x)v(a:) (v'(w) Inu(z) + o(z) u’(:c))

Logaritamsko deriviranje

Tablica derivacija
fx) | fl(x) || fl=) | fi(z) || fl=) | f'(=) f(z) f'(z)
I
c 0 er er sinx CcoS T arcsin x _—
\ 1 —1 $2
z° ax® 1 a® a*lna || cosx | —sinx arccosr | ———
T T T = 2
T 1 — t _ t
v 2\x ne x 87 | cos?z areis 1+ 22
I T . T t T t T
— - og, T ctgx | — arcctg x
x 2 Ba zlna 5 sin? z 8 1+ 22




Primjene derivacija

y— f(xo) = f'(x0)(z — x0) JednadZba tangente u tocki (zo, f(z0))

1
y— f(zo) = —m(x — ) Jednadzba normale u to¢ki (o, f(xo))

fé(fb‘o) _ f{(l‘o) Kut izmedu krivuljay = fi(x) iy = fa(z)

a = arctg L+ £ (o) fi (o) xo je apscisa sjeci$ta krivulja.
Ako je nazivnik jednak 0, krivulje su okomite.
v(t) =§'(t) Brzina u trenutku ¢
a(t) ='(t) = s"(t) Akceleracija u trenutku ¢
Taylorova formula
f(@) = f(a) + fll(!“) (¢ —a)+ f/;(!“) (x—a)®+...+ %(az —a)"+ 7fé::) ST) (@ —a)"*!
L’Hospitalovo pravilo
I M ¥y f(x) Primjenjuje se za neodredene oblike % ili 22,
v=a g(z)  a=a g'(z) Pravilo vrijedi za jednostrane limese a = +o0.
Intervali monotonosti
f(z)>0 f(z) strogo raste
f(x) <0 f(z) strogo pada
Lokalni ekstremi
f'(a)=0i f"(a) >0 lokalni minimum u tocki (a, f(a))
f'(a)=0i f"(a) <0 lokalni maksimum u tocki (a, f(a))
Konveksnost, konkavnost i tocka infleksije
f(x) >0 funkcija f(x) je konveksna
f"(x) <0 funkcija f(x) je konkavna
f'(a) =01 : . y
/" (z) mijenja predznak prolaskom kroz a (a, /(@) je tocka inflcksije.

Tok funkcije

1. odrediti domenu funkcije
2. ispitati eventualnu parnost, neparnost i periodi¢nost
3. odrediti sjeci$ta grafa funkcije s koordinatnim osima
4. odrediti asimptote: vertikalnu, horizontalnu i kosu
5. odrediti intervale monotonosti (rast i pad) i lokalne ekstreme
6. odrediti intervale zakrivljenosti (konveksnost, konkavnost) i tocke infleksije

7. skicirati graf funkcije koristeéi dobivene podatke




Bibliografija

[1] B. Apsen. Repetitorij vise matematike I. Golden marketing - Tehnicka knjiga, 2003.

[2] L. Caklovié. Zbirka zadataka iz linearne algebre. Skolska knjiga, 1985.

[3] B. P. Demidovié. Zadaci i rijeseni primjeri iz matematicke analize za tehnicke fakultete.
Golden marketing - Tehnicka knjiga, 2003.

[4] V. Devide. RijeSeni zadaci iz vise matematike sv. I. Skolska knjiga, 1985.

[5] V. Devide. RijeSeni zadaci iz vise matematike sv. Il. Skolska knjiga, 1989.

[6] V.P.Minorski. Zbirka zadataka vise matematike. Tehnicka knjiga, 2003.

[7] M. Orli¢, T. Perkov. Repetitorij matematike za studente graditeljstva. TVZ, 2014.

[81 S. Suljagi¢. Matematika 1. TVZ, 2005.



apsolutna vrijednost, 2

binomni koeficijent, 5
svojstva, 5

binomni poucak, 5

derivacija, 145
Fermatov teorem, 161
implicitno zadane funkcije, 152
inverzne funkcije, 146
konkavnost, 165
konveksnost, 165
kut izmedu krivulja, 159
L’Hospitalovo pravilo, 168
lancano pravilo, 146
linearna aproksimacija, 155
logaritamsko pravilo, 151
lokalni ekstremi, 161
maksimim, 161
minimum, 161
MacLaurinov red, 171
monotonost, 161
normala, 156
parametarski zadane funkcije, 154
pravila, 145
stacionarne toCke, 161
tangenta, 156
Taylorov
polinom, 171
red, 171
tocka infleksije, 165

Euklidska ravnina, 35, 66
eksplicitna jednadZba pravca, 66
implicitna jednadzba pravca, 67

kut izmedu dva pravca, 67

Kazalo

okomiti pravci, 67

paralelni pravci, 67

sjeciSte pravaca, 67
udaljenost dvije tocke, 66
udaljenost tocke od pravca, 68

vektor normale pravca, 67

Euklidski prostor, 35, 72, 76

odnos pravca i ravnine, 78
okomitost pravca i ravnine, 79
paralelnost pravca i ravnine, 79
pravac

kanonska jednadzba, 76

kut izmedu pravaca, 78

odnos dva pravca, 77

parametarska jednadzba, 76

sjeciste, 77

udaljenost tocke od pravca, 76
probodiste pravca i ravnine, 79
ravnina

implicitna jednadzba, 72

kroz tri tocke, 72

kut izmedu ravnina, 73

odnos dviju ravnina, 80

sjeciSte ravnina, 80

udaljenost toc¢ke od ravnine, 72

vektor normale, 72

faktorijel, 5

funkcija

arkus kosinus, 211
arkus kotangens, 214
arkus sinus, 210
arkus tangens, 212
asimptote, 138

horizontalna, 138



KAZALO

kosa, 138

vertikalna, 138
domena, 180
eksponencijalna, 201, 202
faktorizacija polinoma, 195
Hornerova shema, 195
kodomena, 180
kriti¢na tocka, 186
kvadratna, 191
linearna, 187

apsolutna vrijednost, 186

razlomljena, 188
logaritamska, 206
neparna, 183
nultocke, 185
parna, 183
periodi¢nost, 184
polinomi, 194
potencije

neparne, 192

parne, 192
racionalna, 196
sinus, 215

tok, 180

kompleksni brojevi, 95
Gaussova ravnina, 95
standardni zapis, 95

apsolutna vrijednost, 96
konjugiranje, 95
operacije, 96
svojstva, 97
trigonometrijski zapis, 96
argument, 96

operacije, 97

limes funkcije, 126
Bolzano-Weierstrass, 128

Cauchyjeva definicija, 128

257

jednostrani slijeva, 135
jednostrani zdesna, 135
kompozicije, 134
neodredeni izrazi, 137
neprekinutost, 126
neprekinutost inverza, 128
svojstva, 128

teorem o sendvicu, 136

u beskonac¢nosti, 130

vazniji limesi, 131

linearni operator, 58

karakteristi¢na jednadzba, 58
karakteristi¢ni polinom, 58
spektar, 58

svojstvena vrijednost, 58

svojstveni vektor, 58

matrica, 9

antisimetri¢na, 10
Binet-Cauchy, 16
determinanta, 14
svojstva, 16
dijagonalna, 9
donja trokutasta, 10
ekvivalencija, 19
elementarne transformacije, 19
glavna dijagonala, 9
gornja trokutasta, 10
inverz, 20
jedini¢na, 10
kvadratna, 9
Laplaceov razvoj, 15
mnoZenje, 10
komutativnost, 13
realnim brojem, 10
nul-matrica, 9
oduzimanje, 10
rang, 19
redak, 9
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regularna, 20
Sarrusovo pravilo, 14
simetri¢na, 10
singularna, 20
sporedna dijagonala, 9
stupac, 9
transponirana, 9
ulancanost, 10

zbrajanje, 10

niz, 110
e-okolina, 113
aritmeticki, 110
divergentni, 114
pravila, 115
geometrijski, 110
gomiliSte, 113
konvergentni, 114
pravila, 114
svojstva, 114
limes, 114
vazniji limesi, 115
monotonost, 111

omedenost, 112

orijentirana duZina, 35

ekvivalencija, 36

Pascalov trokut, 5

polarni koordinatni sustav, 89
graf, 91
pravac, 92

cunjosjecnice, 94

red, 118
alternirajudi, 120
Leibnizov kriterij, 120
konvergentni, 118
Cauchyjev kriterij, 119
D’Alembertov kriterij, 119
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nuZan uvjet, 118

poredbeni kriterij, 118

poredbeni kriterij pomocu limesa,
118

sustav linearnih jednadzbi, 23

Cramerov, 23
postupak, 24
ekvivalentni, 25
elementarne transformacije, 25
Gauss-Jordanova metoda, 25
Gaussova metoda, 25
matrica szstava, 23
matricni zapis, 23
rjeSenje, 23

slobodni koeficijenti, 23

vektor, 36

baza

ortonormirana, 45

u prostoru, 41

u ravnini, 41
duljina, 37
Jacobijev identitet, 52
jednakost, 38
kolinearni, 40

svojstva, 40

s ravninom, 40
kolinearnost, 50
komplanarni, 40

svojstva, 40
komplanarnost, 55
koordinatizacija

u prostoru, 42

u ravnini, 41
Lagrangeov identitet, 52
mjeSovito mnozenje, 55

racunanje, 55

mnoZenje
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skalarom, 39
modul, 37

svojstva, 37
okomitost, 45
orijentacija, 37

svojstva, 38
ortogonalna projekcija, 46

na pravac, 47

na ravninu, 47
pravilo paralelograma, 38
pravilo trokuta, 38
razlika, 39

skalarno mnozZenje, 45
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racunanje, 46
svojstva, 45
smjer, 37
svojstva, 37
vektorsko mnoZenje, 50
racunanje, 50
svojstva, 51
zbrajanje, 38
svojstva, 39
volumen
paralelepipeda, 56
prizme, 56

tetraedra, 56
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